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空-空导弹 µ 综合控制降阶与算法 
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摘要：针对新型空-空导弹中 µ综合方法设计的控制器受到弹载处理器的计算能力等约束，呈现高阶、刚性、病

态坏条件等问题，提出了一种收敛性更强的“隐式欧拉加外推”算法。通过对比平衡截断法和 Hankel范数逼近法对

控制器进行降阶优化处理，对比降阶效果进行偏差估计，分析降阶前后与降阶方法差异导致的闭环系统鲁棒性，证

明 Hankel范数逼近方法在降阶效果和性能保持能力方面更佳。并根据刚性特征，提出了一种“隐式欧拉加外推”算

法。仿真分析和测试数据表明：该算法相对其他 ODE 差分格式有显著的收敛性，单步运算速度仅 2 ms，满足实时

性要求。 
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Order Reduction and Arithmetic of Air-to-Air Missile µ-Synthesis Controller 

Zang Yuejin, Chen Xin, Zhang Min 

(College of Automation Engineering, Nanjing University of Aeronautics & Astronautics, Nanjing 210016, China) 

Abstract: Controllers designed by µ-synthesis for the next generation air-to-air missile are constraint by the ability of 

the current CPU. So that these controllers have many problems, i.e. high order stiff and moreover bad condition, a new 

arithmetic called ‘Implicit Euler and Extrapolate’ is put forward. Through comparison of declination bound estimation and 

close-loop robustness after reduction are analyzed between these two reduction means, which validates that Hankel norm 

approximation performs better reduction effect as well as better performance holding. Due to stiff feature, a new arithmetic 

called ‘Implicit Euler and Extrapolate’ for implementing the µ-synthesis controller is introduced which also show better 

astringency than other arithmetic. At the same time, the running rate reach 2ms per step only, satisfying the real-time 

requirement.  
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0  引言 

为了满足高机动性的要求，第四代空-空导弹常

采用大攻角飞行策略，由于通道间交叉耦合、惯性

耦合和气动力非线性的缘故，空-空导弹的运动表现

出强非线性和变参数特性[1-4]，传统的经典控制方法

很难满足设计要求。当今国外第四代空空导弹自动

驾驶仪设计大多采用了基于现代控制理论的鲁棒控

制设计方法进行控制器设计并获得成功 [2]。在鲁棒

控制理论工程化应用中，H∞与 µ 综合居多且可用于

设计高度复杂不确定系统的鲁棒性能控制器 [5]，由

于 µ 综合能同时对鲁棒稳定性与鲁棒性能进行分

析，并有效降低保守性 [5]，该方法受到越来越多的

关注[6-7]，并在国外的某些四代型号上得到了成功应

用，如欧洲的 IRIS-T 空空导弹[2]。然而，由于空-

空导弹是高阶动力学系统，应用 µ 方法设计的控制

器阶次是模型的几倍甚至是十几倍。这时弹载处理

器的计算速度和有限精度算法无法满足其需求 [8]，

显然低阶控制器在计算量与工程实现方面较高阶控

制器具有显著优势。另一方面由于这类控制器往往

呈现刚性、病态坏条件特性 [9-11]，进一步制约了弹

载计算机中一系列基于一般显式差分格式的算法实

现。 

因此，笔者针对某样例空-空导弹纵向通道所设

计 µ 综合控制器进行降阶研究、方法选择对比和鲁

棒性分析；同时针对 µ 控制器刚性特征提出一种收

敛性更强的新型算法，以有效地解决上述问题。 

1  降阶方法概述 

1.1  平衡截断 

设 [ ],  ,  ,  A B C D 为稳定系统 G 的平衡实现，即它

的可控性和可观性 Gram 矩阵相等且为对角阵，记

此平衡 Gram 矩阵为 ∑∑∑∑ ，则 * * 0A A BB+ + =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ，
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* * 0A A C C+ + =∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑ 。 现 将 此 平 衡 矩 阵 分 块 为

1

2

0

0

 =   

∑∑∑∑
∑∑∑∑

∑∑∑∑
，相应地将系统分块为 

[ ]11 12 1
1 2

21 22 2

A A B
C C D

A A B

    =         
， ， ，G 其中 

1 21 1 2
( , , , )

rs s r s
diag I I I= ⋯σ σ σ∑∑∑∑  

1 22 1 2
( , , , )

r r Nr s r s N S
diag I I I

+ ++ += ⋯σ σ σ∑∑∑∑  

及 1 1r r Nσ σ σ σ+> > > > >⋯ ⋯ 。这里， iσ 的重数

为 is ， 1,2, ,i N= ⋯ ，
1 2 Ns s s n+ + + =⋯ ，则经截断

的系统 [ ]11 1 1,  ,  ,  rG A B C D= 是平衡的和渐进稳定的，

进而有
1 1

2
n

r r ir
G Gσ σ+ ∞ +

≤ − ≤ ∑
[12]。 

1.2  Hankel 范数逼近 

最优 Hankel 范数逼近表述为 [5]：给定具有

McMillan 阶的传递函数 ( )G s ，求 McMillan 阶 r n<
的传递函数 ( )rG s ，使

r H
G G− (Hankel 范数)最小。

定 义
1 2 1r r nσ σ σ σ σ+> > > > > >⋯ ⋯ 为 ( )G s 的

Hankel 奇异值，一个方的稳定传递函数矩阵 ( )G s 可

表 为
0 1 1( ) ( ) ( )n nG s D E s E sσ σ= + + +⋯ ， 这 里

( )
k

E s ( 1, 2 , )k n= ⋯ 均 为 全 通 矩 阵 。 记

0 1 1( ) ( ) ( )r r rG s D E s E sσ σ= + + +⋯ ， 显 然 其 具 有

McMillan 阶 r，且
r H

G G− 达到了最小，且有

1 1

n

r r iH r
G Gσ σ+ +

≤ − ≤∑
[12]。 

2  控制器设计 

2.1  弹体纵向模型 

对某样例空空导弹非线性模型配平线性化得到

在 5 km 高度、20º 攻角、2 Ma 速度下的纵向小扰动

线性化模型，其状态方程为： 

0.191 1 0.034 0 216.265 5 9.790 7
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输出方程： 

  0.803 9   5.813 1     0   0.000 0 7.1450

  0                0        57.295 8     0          0
e

u
Az w

qq

 
      

= × + ×      
      

 

δ

θ

- - -  

其中 u、w 分别为纵向和法向速度；α 为攻角；Az

为纵向过载；q、θ 分别为俯仰角和俯仰角速率； eδ
为升降舵偏角。 

2.2  控制器设计 

以 Az、q 作控制变量，控制设计结构如图 1。 

 

图 1  纵向控制器设计结构 

虚线框内为包括各类加权函数的广义模型，其

中 Win 为未建模动态权函数，Wact 为舵机权函数，

Wn 为噪声权函数，这里均直接采用文献[13]所有的

权函数，
1

∆ 为未建模动态不确定性
1

1∆ ≤ ，
2

∆ 为参

数不确定性；虚线框外即为需要设计的控制器。 

利用Matlab平台的 µ-toolbox进行 D-K迭代 [11]

运算，经过三轮次迭代过程不断对 D、K 中参数轮

流计算，得到最大结构奇异值 µ 为 1.731 3，此时能

够获得符合要求的 31 阶纵向控制器： 

k k

k

x Ax Bu

y Cx

= +
 =

ɺ             (1) 

kx 为控制器状态， [ ]'cmd
z

u A q= 为控制输入，

cmd 为过载指令，y 为控制器输出升降舵偏角。 

3  控制器降阶与偏差估计 

分别采用 1.1 节的平衡截断法与 1.2 节 Hankel

范数逼近法对 2.2 节设计的 31 阶控制器进行降阶，

同时对比降阶的闭环系统结构奇异值及偏差。比较

结果列在表 1 中，图 2～图 4 为 8～10 阶降阶控制

器的闭环过载响应，图 5 为降阶前后 9 阶控制器对

应的闭环结构奇异值上下界。 

表 1  平衡截断与 Hankel 范数逼近降阶对比 

 平衡截断 Hankel范数逼近 

r µ rG G
∞

−  µ rG G
∞

−  

9 1.575 9 0.054 209 1.568 8 0.044 741 

10 1.492 0 0.058 162 1.644 2 0.033 769 

11 1.739 8 0.049 502 1.605 9 0.025 077 

12 1.837 2 0.039 746 1.745 2 0.021 802 
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图 2  8 阶控制器单位过载响应对比 

 

图 3  9 阶控制器单位过载响应对比 

 

图 4  10 阶控制器单位过载响应对比 

 

图 5  闭环系统结构奇异值上下界(9 阶) 

如图 2～图 4 所示，当控制器阶次降低到 9 阶

时，过载响应在控制器依然保持性能；从表 1 可见

当采用 Hankel 范数逼近降阶方法时，闭环系统的结

构奇异值几乎在所有的阶次上均小于采用平衡截断

后的闭环系统结构奇异值，在图 5 中也是如此。 

从表 1 中第 3 列和第 5 列可见，采用 Hankel

范数逼近方法进行控制器降阶的损失低于采用平衡

截断方法的降阶损失。第 1 节中的平衡截断的偏差

上界为 Hankel 范数逼近偏差上界的 2 倍，也说明了

这点。 

综上所述，应用 Hankel 范数逼近在闭环系统鲁

棒性保持方面更优于采用平衡截断方法，并且误差

更低。 

4  控制器算法设计与验证 

分析 2.2 节设计的控制器，其特征值的最大模

为 5

1=2.305 10×λ ，而特征值最小模为 4

2 7.373 10−= ×λ ，

刚性比定义为 8

1 2
/ 3.127 10rat = = ×λ λ ，说明该控制器

刚性特征显著；同时该控制器的最大奇异值为
55.160 10= ×σ ，而最小奇异值为 51.638 10−= ×σ ，条

件数定义为 10/ 3.149 10cond = = ×σ σ ，控制器呈现病

态特征。 

针对 µ 综合控制器的刚性特征，常规微分方程

差分格式对于步长的选择要求非常严格，笔者考虑

采用微分隐式格式。 

对微分方程一般形式 ( ) ( , ( ))x t f t x t=ɺ ，采用欧拉

隐式形式展开： 

1 1 1( , )n n n nx h t xx f+ + += + × ，这里 h 为基准步长 

对
1 1( , )n nt xf + + 一次牛顿迭代： 

1 1 1( , ) ( , ) | ( )
nn n n n x n n

f
t x f t x x x

x
f + + +

∂= + × −
∂

  (2) 

从而： 

1 1[ ( , ) | ( )]
nn n n n x n n

f
x x h f t x x x

x
+ +

∂= + × + × −
∂

 (3) 

分离 nx 、 1nx + 至等式两边，有 

1

1
[I ] ( , )

n n n n

f
x x h h f t x

x

−
+

∂= + × − ×
∂

    (4) 

对于这里的线性控制器  
(1)，有

f
A

x

∂ =
∂

，故

1

1 [I ] ( , )n n n nx x h h A f t x−
+ = + × − × ×     (5) 

式  
(5)

 即微分方程的带一次牛顿迭代的隐式欧

拉形式。 

考虑到控制器的病态特征，同时为了提高收敛

速度，对式  
(5)

 每次结果进行修正，引入外推： 
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将基准步长 h 分割，选择序列
1 2 3n n n< < <⋯由

j jh n h= ，则
1 2 3h h h> > >⋯  

选择 

1

, 1 , , , 1 1

( )

( ) / ( / 1)

jj h

j k j k j k j k j j

T x h

T T T T n n+ − −

=
 = + − −

   (6) 

根据经验原则，取
22j jn n −= ，这里取为 { }4, 6,8,12 ，

式  (6) 即为 Richardson 多项式外推， 

针对 3 节中的 9 阶控制器，为提高计算机解算

效率，仅取一次外推 { }4 。 

因此，式  (5) 和式  (6) 即针对控制器实现设计

的欧拉隐式加外推格式。 

表 2 列出阿达姆算法、欧拉算法、4 阶龙格库

塔以及笔者提出的带外推格式的隐式欧拉在某 32

位嵌入式系统中的单步性能对比。 

表 2  不同算法性能对比 

算法 容忍步长/s 耗时/ms 

阿达姆 发散 — 

欧拉 0.000 001 0.07 

4阶龙格库塔 0.000 001   0.025 

带外推的 

隐式欧拉 

0.005 2.06 

0.01 2.03 

由表 2 可知，对于 9 阶控制器，当选择步长为

0.005 s 时，采用带外推的隐式欧拉算法计算耗时

2.06 ms，满足实时性要求；而同类基于显式格式阿

达姆算法甚至无法保证收敛，欧拉与 4 阶龙格库塔

只有当步长选择到 0.000 001 s 时算法才会收敛，但

实际中传感器根本无法实现这种程度的采样周期，

而笔者提出的算法对于步长的选择相对宽泛，且实

时性强，因此该算法更适合工程应用。 

5  结论 

笔者采用平衡截断法和 Hankel 范数逼近法对

某样例空空导弹纵向控制器的降阶进行比对，通过

实验发现，在降低相同阶次的情况下，Hankel 范数

逼近法在偏差界、闭环性能保持方面均优于平衡截

断法。由此可以证明：针对 µ 综合控制器刚性特征

设计的加入外推修正的新型隐式欧拉算法，在收敛

性与实时性方面优于其他 ODE 算法，更适用于空

空导弹鲁棒驾驶仪的实现。 
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