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改良弧长法在非线性传热问题中的应用 
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摘要：针对传统恒定弧长法在求解非线性传热问题时效率低下的缺陷，采用自研改良弧长法对其在非线性传热问题

中的应用进行研究。以相邻增量步预测阶段的切线增量二范数表征当前增量步非线性强度，动态优化弧长计算策略，

实现求解效率与数值精度的平衡。通过材料非线性耦合非线性面热流、材料非线性耦合非线性体热流、材料非线性

耦合热辐射 3 类典型非线性传热算例的数值仿真，验证了改良弧长法的可行性与有效性。验证结果表明：在百万单

元规模下，改良弧长法求解耗时可缩短至传统恒定弧长法的 50%左右，最大相对误差控制在 5%以内，可为工程非线

性传热问题的高效数值求解提供新的技术途径。 
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Application of the Improved Arc-length Method to 
Nonlinear Heat Transfer Problems 

Zhu Yong1, Xu Rui2, Chen Qingquan2, Liu Jiantao2, Wang De2 
(1. Institute of Systems Engineering, Chengdu Southwest Research Institute of Information Control Co., Ltd., 

Chengdu 611730, China; 2. School of Mechanical Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu 610031, China) 

Abstract: Aiming at the low efficiency of the traditional constant arc-length method in solving nonlinear heat transfer 
problems, a self-developed improved arc-length method is adopted to study its application in nonlinear heat transfer 
analysis. The nonlinear intensity of the current incremental step is characterized by the 2-norm of the tangent increment in 
the prediction stage of adjacent incremental steps, and the arc-length calculation strategy is dynamically optimized to 
balance solution efficiency and numerical accuracy. Numerical simulations are conducted on three typical nonlinear heat 
transfer cases: material nonlinearity coupled with nonlinear surface heat flux, material nonlinearity coupled with nonlinear 
volume heat flux, and material nonlinearity coupled with thermal radiation. The results verify the feasibility and 
effectiveness of the improved arc-length method. The verification results show that under the scale of one million elements, 
the solution time of the improved method is reduced to about 50% of that of the traditional constant arc-length method, with 
the maximum relative error controlled within 5%. It provides a new technical approach for the efficient numerical solution 
of engineering nonlinear heat transfer problems. 

Keywords: nonlinear heat transfer; arc-length method; incremental iteration method; thermal radiation; material 
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0 引言 

现代工业中，弹道导弹再入段气动加热、芯片

高密度散热等典型工程场景，均涉及复杂的非线性

传热问题。此类问题中，材料热导率随温度变化(材

料非线性)、热辐射等边界条件的非线性特性(边界

非线性)，导致传统单步直接求解法精度过低，无法

准确获取温度分布。准确的温度场分布是保障装备

结构可靠性、优化散热设计的关键前提，直接影响

产品的使用寿命与运行稳定性。 
非线性传热问题的求解关键在于准确描述材料

非线性与边界非线性特性。Reddy[1]阐述了增量迭  

代法求解非线性传热问题的基本数值原理，导出了

材料非线性与边界非线性的处理方法。Patankar[2]

推导了 1 维稳态导热方程，提出基于虚功原理与变

分法的有限元求解方案。Bathe[3]通过对比直接求解

法与增量迭代法的数值精度，证实增量迭代法在非

线性传热问题中具有更高的计算精度。Donea 等[4]

针对 2 维结构稳态非线性导热问题，考虑热导率温

度依赖性与辐射效应，验证了增量迭代法的有效 
性。国内学者在非线性传热领域也开展了大量研究。

迟玉伦 [5]建立了切削加工过程中的材料本构模型，

为热力耦合下温度场与应力场求解提供了方法。张

博文[6]构造复变量单元，提高了瞬态热传导问题灵敏 
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度系数的求解精度。张帅 [7]通过改造温度场梯度低

阶量，实现了瞬态热力耦合分析的大规模计算降阶。

现有研究多聚焦于特定场景下的非线性传热建模，

对求解算法的效率优化关注不足，尚未形成能够自

适应非线性强弱变化的高效求解策略。 
增量迭代法以牛顿迭代法为核心，通过施加控

制策略衍生出荷载控制法、弧长法等多种算法。

Menétrey 等 [8]提出荷载控制法，通过分段施加荷  
载提升求解收敛性，但该方法无法处理极限点问 
题，易出现 Snap-through 现象。Karnovsky 等[9]详

细阐述了弧长法的求解流程，指出其能够同时控制

荷载与位移，有效克服极限点处的求解失效问题。

Risk 等 [10]提出通过约束方程将荷载与位移增量耦

合，实现了弧长法从牛顿迭代法的转化，验证了其

在非线性问题求解中的优势。 
为提升弧长法的求解效率，学者们进行了诸多

改进尝试。Belieini 等 [11]提出自适应弧长策略，通

过调整各增量步弧长增量改善求解速度，但未建立

弧长调整与非线性强弱的关联机制。王志军[12]提出

单因子加速法，将其与不同约束方程下的弧长法结

合，在混凝土非线性分析中验证了效率提升效果，

但该方法对传热非线性问题的适应性尚未得到验

证。颜媛媛[13]通过扩展正交约束条件，增强了广义

位移控制法的稳定性，但未解决求解效率与非线性

强弱的匹配问题。 
现有研究表明，弧长法的求解效率优化需建立

非线性强弱的量化表征与动态调整机制。笔者采用

切线增量二范数的非线性强度评估方法，对传统弧

长法进行改良，实现求解策略自适应优化，以提  
升高度非线性传热问题的快速求解能力和工程应用

价值。 

1  非线性传热问题的有限元基础 

1.1  材料非线性传热问题理论建模 

材料非线性传热问题的核心特征是热导率随温

度变化，即 k=k(T)，导致有限元控制方程中的传导

矩阵不再为常数矩阵，需引入切线传导矩阵描述热

流率与温度的非线性关系[14]。 

1.1.1  线性传热有限元控制方程 

3 维稳态热传导的基本方程为： 

0yx z

TT Tk Gk k
yx y zx z

ρ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + + =    ∂∂ ∂ ∂∂ ∂    
。 (1) 

式中：kx、ky、kz 分别为 x、y、z 方向的热导率，

W/(m•K)；T 为温度，K；ρ为材料密度，kg/m3；G
为体热流率，W/m³。 

基于伽辽金法，将式(1)转化为有限元控制方程： 
 [K]{T}={Q}。 (2) 
式中：[K]为整体传导矩阵；{T}为节点温度向量；

{Q}为整体荷载向量。 

1.1.2  材料非线性切线传导矩阵 

对于材料非线性问题，热导率 k(T)是温度的函

数，需对传导矩阵进行修正，引入切线传导矩阵

[KT][14]。切线传导矩阵定义为热流率向量对温度向

量的偏导数： 

 [ ] { }
{ }T

Q
K

T
∂

=
∂

。 (3) 

结合式(2)，对两侧同时求温度向量的偏导数，

可得： 

 [ ] { }
{ }

{ } { }
{ }

QK TK T T
∂∂+ =

∂ ∂
 。 (4) 

对于四面体单元，其形函数为[N]=[N1, N2, N3, 
N4]，梯度矩阵[B]为： 

 [ ]
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∂∂ ∂ ∂ 
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。 (5) 

考虑热导率随温度的变化率 k T∂ ∂ ，切线传导

矩阵的最终表达式为[14]： 
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(6)

 

式中：[D]=diag(kx, ky, kz)为热导率矩阵；第一项为

线性传导矩阵；第二项为非线性修正项。 

1.2  边界非线性传热问题理论建模 

边界非线性传热问题中，热辐射是典型的高次

非线性边界条件 [15]。热辐射遵循斯蒂芬-波耳兹曼

定律，涉及角系数计算、辐射换热网络构建等关键

步骤。 

1.2.1  热辐射基本定律 

黑体的辐射力遵循斯蒂芬-波耳兹曼定律： 
 Eb=σT 4。 (7) 
式中：σ=5.67×10-8 W/(m2•K4)为斯蒂芬-波耳兹曼常

数；T 为黑体表面温度，K。 
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对于灰体表面，辐射力修正为： 
 E=εσT 4。 (8) 
式中 ε为灰体发射率，取值 0～1。 

1.2.2  角系数计算 

角系数是描述 2 个表面间辐射换热强度的几何

参数，定义为一个表面发射的辐射能中直接投射到

另一个表面的比例[15]。对于空间中 2个微元表面 dA1

和 dA2，其角系数 F12 的计算式为： 

 
1 2

1 2
12 2 12

1

cos cos1 d d
A A

F A A
A r

θ θ=
π  。 (9) 

式中：θ1、θ2 分别为微元表面法向量与 2 表面中点

连线的夹角；r 为两微元表面间的距离；A1 为表面 1
的面积。 

为适应有限元数值计算，采用高斯积分法计算

角系数[15]。对于包含 m 个高斯点的表面 1 和 n 个高

斯点的表面 2，角系数离散为： 

 1 2
12 121 1

1

cos cos1 m n p q
p q pp q

pq

F A
A r

θ θ
ω ω

= =
=

π  。 (10) 

式中：ωp、ωq 为高斯积分权重；θ1p、θ2q 为高斯点

处的夹角；rpq 为高斯点间距离；A1p 为表面 1 第 p
个高斯点对应的面积。 

1.2.3  辐射换热有限元方程 

考虑辐射换热的边界条件，将辐射热流密度引

入有限元荷载向量。对于开放环境下的空腔辐射，

表面 i 的净辐射热流密度为： 
4 4 4

1 1
(1 )n n

i i i i ij j i ij aj j
q T F T F Tε σ ε σ ε σ

= =
= − − −  。(11) 

式中：Ta 为环境温度，K；Fij 为表面 i 对表面 j 的
角系数；n 为参与辐射的表面数量。 

将辐射热流密度转化为节点荷载，代入有限元

控制方程，得到边界非线性传热问题的有限元方程： 
 [K]{T}+{Qrad}={Qext}。 (12) 
式中：{Qrad}为辐射荷载向量；{Qext}为外部荷载向

量(如温度边界、热流边界等)。 

1.3  增量迭代法基本原理 

增量迭代法将非线性问题的求解过程分解为一

系列增量步，每个增量步内通过多次迭代消除残差，

逼近真实解。笔者采用恒定弧长法作为基础算法，

其核心是通过约束方程同时控制荷载与位移增量，

确保求解过程的收敛性。 

1.3.1  恒定弧长法的约束方程 

恒定弧长法采用柱面约束方程[10]： 

 {ΔT}T{ΔT}=ΔS2。 (13) 
式中：{ΔT}为温度增量向量；ΔS 为弧长，常数。 

通过引入荷载因子 λ，将荷载向量表示为

{Q}=λ{Qref}，{Qref}为参考荷载向量。结合牛顿迭

代法，得到 N+1 维有限元方程： 

ref
T 2 T

prev prev prev

[ ] { } { }
{ } 0 { } { }

TK Q RT
T S T T

δ
δλ

− −     =    Δ Δ − Δ Δ    
。(14) 

式中：{R}=[KT]{T}−{Q}为残差向量；{ΔTprev}为前

一次迭代的温度增量；{δT}为迭代校正位移；δλ为
荷载因子校正量。 

1.3.2  恒定弧长法的求解流程 

恒定弧长法的求解流程为： 
1) 初始化：设定初始温度向量{T0}、初始荷载

因子 λ0、弧长 ΔS 及收敛容差 ε。 
2) 预测阶段：基于上一增量步的切线刚度矩

阵，计算当前增量步的预测温度增量{ΔT0}与荷载因

子 λ0。 
3) 校正阶段：求解 N+1 维方程，得到校正量{δT}

与 δλ，更新温度向量与荷载因子。 
4) 收敛判断：计算残差向量的二范数，若

||R||<ε，则当前增量步收敛，进入下一增量步；否则，

重复校正阶段。 
5) 终止条件：当荷载因子达到预设值或温度增

量满足收敛要求时，求解终止。 

2  改良弧长法实现 

2.1  改良弧长法的核心思想 

传统恒定弧长法采用固定弧长，无法根据非线

性强弱自适应调整步长。在非线性较弱的区域，固

定弧长导致增量步数量过多，求解效率低下；在非

线性较强的区域，固定弧长可能因步长过大引发收

敛困难。 
笔者提出的改良弧长法，其核心创新点在于：

以相邻增量步预测阶段所得切线增量的二范数，量

化当前增量步的非线性强弱，动态调整弧长计算方

式。具体而言： 

1) 定义切线增量二范数 i
ITδ = T{ } { }i i

I IT Tδ δ ，

{ }iITδ 为第 i 个增量步预测阶段的切线增量； 

2) 当 1i i
I IT Tδ δ −≤ 时，表明当前增量步非线性

较弱，可增大弧长以减少增量步数量； 
3) 当 1i i

I IT Tδ δ −＞ 时，表明当前增量步非线性
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较强，保持或适当减小弧长，保证收敛稳定。 

2.2  改良的弧长计算策略 

基于上述核心思想，改良弧长法的弧长： 

T 1

1
1 2

{ } { }

max( , , , )

i i
I I

i i
n I I

S

T T T T
n TT T T T

δ δ
δ δ

−

−

Δ =

 Δ Δ


ΔΔ Δ   ≤

， ＞
。

，
 (15)

 

式中：n 为系统自由度；ΔT1, ΔT2, ..., ΔTn 为温度增

量向量的各分量。 
该策略的理论依据是：在非线性较弱的区域，

温度增量分布相对均匀，最大值可近似表征整体增

量水平，通过 max( )in TΔ 放大弧长，减少增量步

数量；在非线性较强的区域，温度增量分布不均，

采用传统二范数计算弧长，确保收敛稳定性[14]。 

2.3  改良弧长法求解流程 

改良弧长法的求解流程为： 
1) 初始化：设定初始温度向量{T0}、初始荷载

因子 λ0、初始弧长 ΔS0、收敛容差 ε，计算初始切线

刚度矩阵[KT0]。 
2) 预测阶段： 
①  基于上一增量步的平衡构型，计算当前增

量步的切线增量 1
, 1 ref{ } [ ] { }i

I T iT T Qδ −
−= ； 

② 计算切线增量二范数 i
ITδ ，与上一增量步

的二范数 1i
ITδ − 对比，判断当前增量步非线性强弱； 

③ 根据非线性强弱，按式(15)计算当前增量步

的弧长 ΔSi； 
④ 确定荷载因子初始值 0

iλ ，计算预测温度向

量 0 0
1{ } { } { }i

i i i IT T Tλ δ−= + 。 
3) 校正阶段： 
①  计算当前构型的残差向量 ,{ } [ ]j j

i T iR K=   

ref{ } { }j j
i iT Qλ− ； 

② 求解 N+1 维有限元方程，得到校正量{ }j
iTδ

与 j
iδλ ； 

③ 更新温度向量 1{ } { } { }j j j
i i iT T Tδ+ = + 与荷载因

子 1j j j
i i iλ λ δλ+ = + ； 

④  收敛判断：若 1j
iR ε+ ＜ ,则当前增量步收 

敛；否则，重复校正阶段，直至收敛或达到最大迭代

次数。 
4) 迭代更新：进入下一增量步，重复步骤 2)～

3)，直至荷载因子达到预设值。 
5) 结果输出：输出最终温度场分布及各增量步

求解信息。 

3  数值算例与结果分析 

为验证改良弧长法的正确性与有效性，设计 3
类典型非线性传热算例：材料非线性耦合非线性面

热流、材料非线性耦合非线性体热流、材料非线性

耦合热辐射。通过与商业软件 ABAQUS 求解结果

对比，验证数值精度；通过与传统恒定弧长法对比，

评估求解效率。 

3.1  算例 1：材料非线性耦合非线性面热流问题 

3.1.1  模型参数 

以高密度芯片散热为背景，芯片几何尺寸为 
36 mm×36 mm×5 mm，PCB 板下表面施加 25 K 温

度边界。芯片材料热导率为温度的非线性函数：

( )k T T=  W/(m•K)；芯片表面施加非线性面热流

载荷，热流密度表达式为： 

 
40 K

655.9 40 K 60 K

60 K

C T T
q T

C T T




= 







≤

≥

， ＜

， ＜

，

。 (16) 

式中：C 为面热流温度系数，W/(m²•K0.5)；q 为热

流密度，W/m²；T 为温度，K。 
模型采用四面体单元 (C3D4)进行网格离散， 

设计 3 种单元规模：113 879 单元、682 760 单元、   
1 183 013 单元。求解收敛容差设为 ε=10−5，传统恒

定弧长法初始弧长 ΔS0=0.01，改良弧长法权系数

a=0.1。 

3.1.2  结果分析 

3.1.2.1  数值精度验证 

选取 682 760 单元规模的模型，将改良弧长法

求解结果与商业软件 ABAQUS 结果对比，如图 1
所示。 

 
(a) 芯片表面节点温度对比结果 
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(b) 热流分布云图 

图 1  材料非线性耦合非线性面热流响应 

由图 1 可知：改良弧长法求解的温度分布与商

业软件结果趋势一致，基板区域温度在 25 K 左右，

芯片中心区域温度最高，约为 45 K。 
选取典型节点进行误差分析，如表 1 所示。 

表 1  材料非线性耦合非线性面热流问题节点温度对比 

节点编号  商业软件温度/K 改良弧长法温度/K 相对误差/%
2600 32.56 31.02 4.73
2700 35.89 34.61 3.57
2800 38.74 37.52 3.15
2900 41.28 40.15 2.74
3000 43.56 42.38 2.71

表 1 中，改良弧长法求解结果与商业软件的最

大相对误差为 4.73%，小于 5%，满足工程精度要求。

误差主要来源于：1) 商业软件采用列表插值法处理

非线性参数，而本文中采用连续函数形式；2) 求解

算法的差异导致荷载因子增量不同，引发高斯点处

热导率与热流密度的插值误差。 

3.1.2.2  求解效率对比 

3 种单元规模下，改良弧长法与传统恒定弧长

法的求解耗时对比如表 2 所示。 
表 2  材料非线性耦合非线性面热流问题求解耗时对比 

单元规模  改良弧长法耗时/s 恒定弧长法耗时/s 加速比

113 879 82.68 105.47 1.28
682 760 2 301.19 4 087.93 1.78

1 183 013 4 755.65 8 282.68 1.74

由表 2 可知：随着单元规模的增大，改良弧长

法的加速效果愈发显著。在 113 879 单元规模下，

加速比为 1.28；在 682 760 单元规模下，加速比达

到 1.78；在 1 183 013 单元规模下，加速比为 1.74。
这是因为单元规模越大，非线性较弱区域的占比越

高，改良弧长法通过放大弧长减少增量步数量的效

果越明显。 

3.2  算例 2：材料非线性耦合非线性体热流问题 

3.2.1  模型参数 

以弹道导弹弹头气动加热为背景，弹头后缘圆

周半径为 0.5 m，攻角为 30°，涂层材料为白色 SiC。

弹头后缘施加 300 K 温度边界(保温状态)，内部气

动加热体热流率为温度的非线性函数： 

 
3

0.01 0 300 K

0.01 3 10 300 Ki
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q

T T−

= 
+ × 
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≥

， ＜

，
。 (17) 

式中：3×10−3 为体热流温度系数，W/(m2•K0.5)；qi

为体热流率，W/m³；T 为温度，K。 
材料热导率表达式为： 

 1.8
35.86( ) 12.47

1 0.001
k T

T −= +
+ 

。 (18) 

式中 k(T)为热导率，W/(m•K)。 
模型采用六面体单元(C3D8)离散，设计 3 种单

元规模：134 758 单元、577 256 单元、1 004 083 单

元。求解收敛容差设为 ε=10-5，初始弧长 ΔS0=0.02。 

3.2.2  结果分析 

3.2.2.1  数值精度验证 

577 256 单元规模下，改良弧长法与商业软件的

温度分布对比如图 2 所示。 

 
(a) 弹头尾部节点温度对比结果 

 
(b) 热流分布云图 

图 2  材料非线性耦合非线性体热流响应 

弹头头部因气动加热剧烈，温度最高，约为   
1 650 K；尾部温度接近 300 K，符合保温边界条件。 

典型节点温度对比如表 3 所示。 
表 3  材料非线性耦合非线性体热流问题节点温度对比 

节点编号 商业软件温度/K 改良弧长法温度/K 相对误差/%
95000 1645.32 1643.75 0.095
96000 1648.76 1647.21 0.094
97000 1651.28 1649.83 0.087
98000 1653.15 1651.78 0.083
99000 1654.56 1653.25 0.079
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由表 3 可知：最大相对误差为 0.095%，远小于

5%，验证了改良弧长法在材料非线性耦合非线性体

热流问题中的数值精度。该算例中热导率变化范围

较小，列表插值与连续函数的差异对结果影响微弱，

误差主要来源于非线性体热流的插值计算。 

3.2.2.2  求解效率对比 

3 种单元规模下的求解耗时对比如表 4 所示。 
表 4  材料非线性耦合非线性体热流问题求解耗时对比 

单元规模  改良弧长法耗时/s 恒定弧长法耗时/s 加速比

134 758 2 461.14 4 962.33 2.01
577 256 25 360.21 34 204.38 1.35

1 004 083 55 809.20 154 201.95 2.76

由表 4 可知：改良弧长法的加速比在 1.35～ 
2.76 之间，随着单元规模增大，加速效果显著提升。

在 1 004 083 单元规模下，改良弧长法求解耗时为

55 809.20 s，较恒定弧长法的 154 201.95 s 缩短了

64%，充分体现了改良弧长法在大规模非线性体热

流问题中的优势。 

3.3  算例 3：材料非线性耦合热辐射问题 

3.3.1  模型参数 

以弹道导弹中段飞行为背景，弹体底部半径为

0.5 m，长度为 5 m，涂层发射率 ε=0.28，吸收率

α=0.25。弹体飞行环境温度为 270 K，地球对太阳

的平均辐射率为 0.3，太阳辐射常量为 1 353 W/m²。 
材料热导率同算例 2，即式(18)。弹体表面同时

受到太阳辐射、地球辐射及自身辐射，净辐射热流

密度按式(11)计算。模型采用六面体单元(C3D8)离
散，设计 3 种单元规模：114 021 单元、530 955 单

元、1 030 624 单元。求解收敛容差设为 ε=10−5，初

始弧长 ΔS0=0.015。 

3.3.2  结果分析 

3.3.2.1  数值精度验证 

在 530 955 单元规模下，改良弧长法与商业软

件的温度分布对比如图 3 所示。 

 
(a) 弹体内侧节点温度结果对比 

 
(b) 热流云图 

图 3  材料非线性耦合热辐射响应 

弹体外侧受太阳辐射与地球辐射，温度较高，

约为 294 K；内侧温度接近环境温度 270 K，符合辐

射换热规律。 
典型节点温度对比如表 5 所示。 

表 5  材料非线性耦合热辐射问题节点温度对比 

节点编号 商业软件温度/K 改良弧长法温度/K 相对误差/%
20000 278.56 277.42 0.41
40000 283.72 282.57 0.41
60000 288.95 287.83 0.39
80000 292.36 291.25 0.38

100000 294.12 283.75 3.87

由表 5 可知：最大相对误差为 3.87%，小于 5%，

满足工程精度要求。误差主要来源于：1) 热辐射角

系数的计算精度，商业软件采用自适应积分点策 
略，笔者采用固定高斯积分点；2) 材料热导率的插

值差异。 

3.3.2.2  求解效率对比 

3 种单元规模下的求解耗时对比如表 6 所示。 

表 6  材料非线性耦合热辐射问题求解耗时对比 

单元规模  改良弧长法耗时/s 恒定弧长法耗时/s 加速比

114 021 1 501.76 7 587.06 5.05
530 955 10 171.60 44 496.41 4.37

1 030 624 53 631.20 218 795.39 4.08

由表 6 可知：改良弧长法的加速比在 4.08～
5.05，显著高于前 2 类算例。这是因为热辐射问题

中，大部分区域的非线性较弱，改良弧长法通过放

大弧长，大幅减少了增量步数量。在 1 030 624 单

元规模下，改良弧长法求解耗时为 53 631.20 s，较

恒定弧长法的 218 795.39 s 缩短了 75.5%，加速效果

极为显著。 

3.4  综合性能评估 

3 类算例的综合性能对比如表 7 所示。 



 

 

·84· 兵工自动化 第 45 卷

表 7  改良弧长法综合性能评估 

算例类型  
单元  
个数  

最大相对

误差/% 
加速

比  
求解耗时缩

短比例/% 
材料非线性

+ 
面热流  

11.4×104 4.730 1.28 21.4
68.3×104 4.730 1.78 43.8

118.3×104 4.730 1.74 42.7 
材料非线性

+ 
体热流  

13.5×104 0.095 2.01 50.2
57.7×104 0.095 1.35 25.9

100.4×104 0.095 2.76 64.0 
材料非线性

+ 
热辐射  

11.4×104 3.870 5.05 80.1
53.1×104 3.870 4.37 77.1

103.1×104 3.870 4.08 75.5 

改良弧长法在所有算例中均保持了较高的数值

精度，最大相对误差不超过 5%；在求解效率方面，

随着单元规模增大，加速比逐渐提升，尤其在百万

单元规模下，加速比可达 1.74～4.08，求解耗时平

均缩短 50%以上。 
综合分析表明，改良弧长法的加速效果与非线

性问题类型密切相关：热辐射类边界非线性问题的

加速比最高(4.08～5.05)，非线性体热流问题次之

(1.35 ～ 2.76)，非线性面热流问题最低(1.28 ～

1.78)。这是因为热辐射问题中，非线性主要集中  
在边界区域，大部分内部区域非线性较弱，改良弧

长法的动态步长调整策略效果最为显著；而面热 
流问题的非线性分布更为均匀，步长调整空间相对

有限。 

4  结论 

笔者采用自研改良弧长法，通过动态调整弧 
长策略实现求解效率与数值精度的平衡。研究结 
论为： 

1) 建立了材料非线性与边界非线性传热问题

的有限元理论模型，推导了切线传导矩阵与辐射换

热边界的有限元方程，为非线性传热问题的数值求

解提供了理论基础； 
2) 通过 3 类典型非线性传热问题的数值仿真，

验证了改良弧长法的正确性：与商业软件对比，最

大相对误差不超过 5%，满足工程精度要求； 
3) 求解效率分析表明，改良弧长法在百万单元

规模下，求解耗时可缩短至原恒定弧长法的 50%左

右，其中热辐射类问题的加速比最高可达 5.05，显

著提升了大规模非线性传热问题的求解效率。 
4) 该方法可为电子装备散热、导弹气动加热等

工程领域的高度非线性传热问题提供高效、可靠的

数值求解技术途径。 
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