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摘要：针对现有机器人运动学标定方法中测量坐标系与工具坐标系转化误差的问题，提出一种两级迭代补偿方

法。一级补偿采用线性搜索准则对高斯牛顿法进行改进，利用改进高斯牛顿法求粗解，初步标定测量坐标系与工具

坐标系，再采用最小二乘法对标定初值与机器人本体求细解，进行完整运动学参数标定补偿。二级补偿通过逆运动

学迭代方法对机器人各残余转角误差进行补偿。利用激光跟踪仪对 KR210_2700 机器人进行补偿实验验证。实验结

果表明：经过 2 次补偿后，机器人绝对定位误差均值由 2.862 降至 0.571 mm，平均定位精度提高约 80.05%，有效提

高了机器人的绝对定位精度。 
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Method For Improving Robot Positioning Accuracy 

Based on Two-stage Iterative Compensation 
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Abstract: A two-stage iterative compensation method is proposed to solve the problem of the conversion error between 

the measurement coordinate system and the tool coordinate system in the existing robot kinematics calibration methods. 

The first level of compensation uses the linear search criterion to improve the Gauss -Newton method, uses the improved 

Gauss-Newton method to get the rough solution, initially calibrates the measurement coordinate system and the tool 

coordinate system, and then uses the least square method to get the detailed solution of the initial calibration value and th e 

robot body, and carries out the complete kinematics parameter calibration compensation. The secondary compensation 

compensates the residual angle errors of the robot by the inverse kinematic iteration method. KR210_2700 robot is 

compensated by laser tracker. The experimental results show that after two times of compensation, the average absolute 

positioning error of the robot is reduced from 2.862 to 0.571 mm, and the average positioning accuracy is improved by 

about 80.05%, which effectively improves the absolute posi tioning accuracy of the robot. 
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0 引言 

目前，工业机器人已被广泛应用于军工自动化

生产线。在弹药装配、精密加工等高价值军事工业

领域，机器人的绝对定位精度直接决定了产品的性

能可靠性与一致性。随着国防现代化建设的飞速发

展，任务需求对机器人的绝对定位精度提出了更高

要求，其现有精度水平已成为提升作业效能的主要

瓶颈，对机器人展开定位误差补偿研究至关重要。 

由于串联机器人在装配与应用过程中不可避免

会引入几何误差和非几何误差，导致其真实运动学

参数偏离理论名义值 [1-2]，为此许多研究者致力于机

器人运动学参数误差分析及补偿研究。 

Zeng等 [3]提出了一种基于位置误差相似性的误

差补偿方法，该方法利用普通克里金法预测机器人

TCP 的位置误差，通过修改机器人控制中的指令坐

标实现补偿。Li 等[4]提出了一种基于表面重建的误

差补偿，采用移动最小二乘插值和 B 样条法进行误

差面重建，实验结果和仿真结果验证了提出方法的

有效性。寇斌等 [5]提出一种基于两段式的动态粒子

群算法，将几何误差标定问题转换成对高维非线性

方程的求解，有效减少工业机器人的定位误差。He

等[6-7]针对关节的间隙误差，采用误差前馈补偿的方

式进行标定补偿，取得了不错的效果。Xu 等[8]提出

一种机器人定位误差的分层补偿方法，采用小龙虾 
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优化算法和高斯过程回归模型，分别补偿机器人的

几何误差与非几何误差。邹方星等 [9]运用微分运动

学理论建立机器人末端位置误差模型，结合 IGG3

权因子函数采用抗差岭估计辨识了运动学参数，并

采用空间插值法对剩余误差进行补偿。黄维等 [10]

通过改进秃鹰搜索算法对工业机器人几何参数进行

标定，通过实验验证了所提方法的有效性。乔贵方

等[11]通过优化 DNN 深度神经网络结构，利用该神

经网络预测机器人实际位姿误差，避免复杂的误差

建模。昝杰等 [12]提出基于惯性传感器的工业机器 

人定位误差补偿方法，通过融合惯性传感器与视觉

传感器数据，结合极限学习机修正与自适应学习，

实现了工业机器人定位误差的高精度补偿和稳定性

提升。 

当前，大多数对运动学模型参数的标定都采用

开环测量技术[13-14]，测量设备基于自身坐标系采集

数据，与机器人基坐标系并不重合，测量工具与机

器人末端位置也并不相同，在变换到基坐标过程中，

这部分误差同样会传递与放大到机器人定位误差。

针对上述问题，笔者提出一种两级迭代补偿方法，

通过粗细两级迭代参数辨识补偿几何参数误差，再

通过逆运动学迭代对机器人各残余转角误差进行补

偿，进一步提升机器人定位精度，并通过补偿实验

验证该方法的有效性。 

1  几何参数误差辨识 

1.1  几何参数误差分析 

MD-H 参数法[15]于 1985 年提出，为机器人的

每个连杆在其关节轴上建立附体坐标系，采用 4 个

经典参数，通过系统化的坐标系附着规则与最小参

数集来建立相邻连杆间的空间几何关系。笔者以库

卡 KR210_2700 型六自由度工业机器人为研究对

象，其 2、3 关节轴线平行，为保证运动学参数连续

性，根据 MD-H 法建立运动学参数模型。机器人各

关节链路坐标系如图 1 所示，机器人 MD-H 参数如

表 1 所示。 

 

图 1  机器人各关节链路坐标系 

表 1  机器人 MD-H 参数表 

连杆 i ai-1/mm αi-1/(°) di/mm θi/(°) 

1 0 0 645 -90 

2 330 -90 0 -90 

3 1 150 0 0 0 

4 115 -90 1 220  90 

5 0  90 0 0 

6 0 -90 215 0 

MD-H 法的变换序列被严格定义为 4 个参数。

当机器人存在相邻关节轴线平行或接近平行时，采

用 4 个参数会产生奇异值问题。为保证运动学参数

的完整性，克服 MD-H 模型在关节轴平行时因微 

小误差导致的参数奇异问题，笔者引入一个绕 y  

轴的冗余旋转角 β，以补偿 z 轴间的实际偏斜。由

此引入五参数扩展 MDH 模型。把机器人相邻坐  

标系定义为{i-1}与{i}，此时坐标系间的齐次变化 

矩阵 i-1Ti： 

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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(1)

 

式中：s=sin；c=cos；θi 为关节{i}的关节转角；di

为关节{i}的连杆偏置；αi-1 为关节{i-1}的关节转角；

ai-1 为关节{i-1}的连杆长度；i=1, 2, …, 6。 

末端执行器相对于基坐标系的位姿 0T6，可通

过依次连乘 6 个连杆的齐次变换矩阵推导得出： 

 
6
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1

i

i

i
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=

= = T T 。 (2) 

将 i-1Ti 记为 Ti，在引入机器人几何参数误差值

 
T

, , , ,i i i i i id a     =     后，关节{i}的实际齐次 

变换矩阵 r

iT 为： 
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(3)

 

根据机器人微分运动学，机器人齐次变换矩阵

相对于机器人基坐标系发生微分变化时，存在 i ，

使得： 

 d i i iT T=  ； (4) 
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对式(4)全微分可以得到： 

 d i i i i i i i i i i

i

i i i i i

T T a T T d T
T

a d

    

  

    
= + + + +

    
。(6) 

结合式(4)—(6)可有： 
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式中：dx、dy、dz 分别为 x、y、z 轴上平移的微分

变化量；δ=[δx, δy, δz]T 为基坐标下沿 x、y、z 轴旋

转的微分变化量。 

 
1

n n
n n

p i i i i i

i i

e j e j q J 
=

= = =  。 (8) 

式中：ei 为机器人几何参数误差相对于关节坐标系

{i}下产生的误差，记为 ei=qiδωi；ep 为末端执行器

的总位姿误差，可定义为由之前所有连杆坐标系误

差传递并累积而成的合成结果。 

由于机器人末端姿态误差难以测量，仅考虑末

端位置误差因素，其中 nji 的形式表达关系为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ix iy iz i i x i i y i i z

n

i ix iy iz i i x i i y i i z
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=    
    

。 (9) 

1.2  粗细迭代参数辨识方法 

针对本文中研究对象，在式(2)中已经建立基坐

标系到机器人末端坐标系的齐次变化矩阵 0T6，但

实际测量过程中并不能直接测得末端法兰的位置信

息。使用开环测量技术时，测量系统需要在末端法

兰处加装靶球。测量设备实际测量的是靶球位置，

其位置是基于测量设备的测量坐标系来确定，但在

标定过程中，靶球的位置是基于机器人基坐标系来

确定，需要进行测量坐标系到机器人坐标系的转换。 

在建立的齐次变换矩阵 0T6 的基础上分别左乘

激光跟踪仪相对于机器人基座的坐标变换 Ubase，右

乘末端法兰相对于靶球的坐标变换 Utool，建立新的

齐次坐标变换方程： 

 

tool 0

base base 6 tool

0 0
base base tool tool6 6

0 0 0

base 6 tool base 6 tool base 6 base

0 1 0 10 1

0 1

T U U
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    
=    

    
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 
 

。
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(10)

 

式中： 0

base 6 toolR R R 为姿态； 0 0

base 6 tool base 6 baseR R P R P P+ +

为位置，分析时忽略姿态，仅考虑末端位置因素，

则实际位置 Rp 表示为： 

 0 0

base 6 tool base 6 base

R p R R P R P P= + + 。 (11) 

根据式(10)建立的总齐次变化方程，需要知道

测量设备和靶球在机器人基坐标下的位姿，无法在

实际测量过程中直接得到，其中误差同样会在机器

人基坐标下累计；因此，将其同时作为误差因素进

行辨识，且为避免误差因素对算法收敛造成过大影

响，导致几何参数误差辨识偏差过大，确保准确、

快速地辨识几何参数。笔者采用高斯牛顿法与最小

二乘法联合优化，运动带 Armijo-Wolfe 条件的改进

高斯牛顿法对 Ubase 和 Utool 的结果进行求粗解，获

得测量设备和靶球在机器人基坐标下的位姿的初

值。利用最小二乘法对全部误差因素进一步辨识，

得到更精确的辨识参数，从而提高定位精度。整体

流程如图 2 所示。 

1.2.1  改进高斯-牛顿法粗标定参数辨识 

高斯-牛顿法是一种用于求解非线性最小二乘

问题的优化算法。其结构简单，能以更高效的方式

找到使残差平方和最小的参数值 [16]。为保证算法收

敛，本文中提出一种带 Armijo-Wolfe 条件的线搜索

的高斯-牛顿迭代法，通过自适应的方式找到合适步

长因子，确保误差下降的同时步长不会太小，且拥

有较快的收敛速度。 

对于式(10)中 toolTbase 为理论位置结果，0T6 可以

根据式(2)以未校正的 DH 参数求得，故未知数 Ubase

与 Utool 需要通过非线性优化的方式求解，故设置

200 次高斯-牛顿迭代，确保算法能够收敛。 

1) 对理论位置 Rp 可以建立表达式为： 

 Rp=f (Pbase, Rbase, Ptool)。 (12) 

式中：Pbase=(xbase, ybase, zbase)为测量设备相对于基座
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坐标系的位置；Rbase=(Rxbase
, Rybase

, Rzbase
)为测量设备

相对于基座坐标系姿态；Ptool=(xtool, ytool, ztool)为工

具坐标系位置。构成标定参数向量 φ： 

  base base tool, ,P R P= 。 (13) 

 

图 2  粗细 2 次迭代参数辨识流程 

2) 根据高斯-牛顿法，建立理论位置 Rp 与测量

位置 cp 的误差函数 f 为： 

 0 0

base 6 tool 6 base( )R c cf = p p R R P R P p− = + + − 。(14) 

3) 误差函数 f (x)对参数向量 φ的雅可比矩阵 nJ

通过解析法求出得： 

base base base

0

3 3 base 6[ , , , , ]n

z y x

f f f f
I R R

R R R


   
= =     

   
J 。 (15) 

4) 结合式(14)和(15)可得迭代增量为： 

 ΔX=(nJ T•nJ)
-1(nJ T•f )。 (16) 

5) 建立 Armijo 条件，确保新误差相比当前误

差有足够的下降： 

 f (λ)≤f (0)+r*λ*f (0)
-1。 (17) 

式中：f (λ)为使用步长 λ后的新误差；f (0)为当前误

差；r 为一个常数用于控制下降程度；λ为步长因子。 

6) 建立 Wolfe 条件，确保误差值下降并阻止步

长过小： 

 f (λ)
-1≤σ*f (0)

-1。 (18) 

7) 设立优化算法目标： 

 
2

min R c

n p p = − 。 (19) 

1.2.2  最小二乘法细迭代参数辨识 

最小二乘法和高斯-牛顿法的数学模型类似，只

是在求解方程时，最小二乘法通过解导数方程的形

式找到误差为零的点，鉴于扩展雅可比矩阵内存在

冗余运动学参数 [17]易导致误差函数收敛于局部最

小值，利用 QR 分解对其进行剔除。先采用 QR 分

解法剔出冗余参数相应的列，可得： 

  0L Q=J R 。 (20) 

式中 R 为上三角矩阵，R 中对角线上接近于 0 得误

差参数是不可识别参数。 

为确保数值计算的稳定性，需对可能病态的扩

展雅可比矩阵 LJ 进行奇异值分解(singular value 

decomposition，SVD)，以求得其稳定的广义逆矩阵

J +，即： 

 
T

0

0 0

L
 

=  
 

J Q V 。 (21) 

式中 Q 和 V 均为正交矩阵； 

σ=diag(σ1, σ2, …, σr)，r 是系数矩阵 LJ 的秩。

相应的广义逆矩阵为： 

 
1

T0

0 0

 −

+
 

=  
 

J V Q 。 (22) 

此时最有二乘解的迭代通式为： 

 ΔX=J +f  。 (23) 

由于使用高斯-牛顿法求解参数依旧存在误差，

为进一步求得最优解，将 Ubase 和 Utool 的微分也考

虑进 J +中，结合式(8)和(15)，最终构建的拓展雅可

比矩阵为： 

 

base base base

0

3 3 base 6, , , , ,
z y x

f f f
I R R J

R R R


   
=  

    

W 。 (24) 

在引入 Ubase 和 Utool 误差后，结合式(8)，机器

人的总位置误差模型为： 

 ΔP=WΔq。 (25) 

式中：ΔP 为总定位误差；W 为扩展误差系数矩阵；

Δq 为包括 Ubase 和 Utool 在内的全部几何参数误差。 

设立优化算法的目标为： 

 δn=min||F(q+Δq)-F(q+δq)||2。 (26) 

2  残余误差补偿 

利用粗细迭代参数辨识可以有效地标定几何误

差，为进一步提高机器人的绝对定位精度，还应考
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虑伺服电机转角误差 δq 造成的残余误差。残余误差

补偿如图 3 所示。 

 

图 3  残余误差补偿 

图 3 中，{B}为机器人基坐标系，{A}为机器人

期望到达位姿坐标系。受自身几何误差影响，机器

人末端由预期位姿{A}偏离至{A'}。经由标定补偿

后，其位姿将趋近于{A}，此时的实际位姿为{D}，

p'-pD 即为几何误差 δωi 导致的末端偏差值 Δp，pD-p

即为残余误差 δq 导致的末端偏差值 Δx。通过微分

补偿法对残余误差进行补偿，补偿流程如图 4 所示。 

 

图 4  残余误差补偿流程 

补偿流程步骤如下： 

1) 利用名义 DH 参数，对给定的目标点 p 进行

逆运动学运算，其名义关节角度 Qd： 

 Qd=F
-1(p)。 (27) 

式中 F
-1( )为逆运动学函数。 

2) 名义 DH 参数经标定误差补偿后，将其代入

正运动学方程，可求解出对应关节转角 Qd 下的末端

近似位姿 pD，其表达式为： 

 pD=F(Qd, ωi+δωi)。 (28) 

式中：F( )为正运动学函数；ωi+δωi 为修正名义 DH

参数。 

3) 基于微分运动学，计算从末端近似位姿 pD

到目标点 p 间的位移误差矢量 Δx： 

 
6

1

D
D i

i i

p
x p p Q Q 

=


 = − = =


 。 (29) 

通过迭代优化使方程(29)收敛，求得待补偿的

关节角偏差量 δQ。 

 δQ=ε
-1Δx。 (30) 

4) 更新机器人关节转角值，把名义关节转角值

与偏差值相加得到真实转角值 Q，写入机器人后得

到补偿点 pD'，使其与目标点 p 进行对比验证补偿 

效果。 

3  误差补偿实验 

3.1  仿真对比实验 

为确保标定参数结果的准确性，提前对机器人

预设误差参数，如表 2 所示。 

表 2  预设误差参数表 

连杆 i δai-1/mm δαi-1/rad δdi/mm δθi/rad δβi/rad 

1 0.45 0.003 0.72 0.001 5  

2 0.63 0.002 0.43 0.003 2  

3 0.55 0.003 0.21 0.002 6 0.001 

4 0.32 0.006 0.32 0.001 8  

5 0.72 0.004 0.51 0.001 2  

6 0.23 0.005 0.62 0.002 2  

在机器人的常用工作空间内随机选取末端位置

均匀分布的 30 个采样点用于参数辨识，再取 30 组

采样点作为机器人期望位姿进行几何参数误差补偿

实验验证，如图 5 所示。 

 

图 5  采样点选取 

为验证两级迭代补偿方法的有效性，结合表 2

和图 5 的数据，通过仿真对比对笔者提出的改进高

斯-牛顿法最小二乘法结合的参数辨识补偿法(the 

improved gauss-newton least squares method，改进

GN-LS)与最小二乘法(least squares method，LS)进

行仿真对比。经 2 种方法补偿后的定位误差对比如

图 6 所示。 

 

图 6  2 种方法补偿后的仿真对比 

由图 6 可知：笔者提出的改进 GN-LS 方法有
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效降低了机器人的位姿误差，其平均位置误差相对

于传统 LS 方法，由 0.295 1 降至 0.168 1 mm，补偿

效果提高 43.04%。 

3.2  几何参数误差补偿实验 

如图 7 所示，笔者采用 API 激光跟踪仪测量机

器人和 KR210_2700 型机器人搭建实验平台，其测

量精度可达 10 μm。 

 

图 7  误差标定实验平台 

通过标定实验来验证笔者提出的粗细两级迭代

参数辨识方法和残余误差补偿法的有效性。为确保

实验数据的准确性与可靠性，最大限度地降低系统

误差及环境因素干扰，在正式采集数据前，对工业

机器人系统及激光跟踪仪进行 5 min 的预热处理，

使其在恒温环境下达到热平衡状态。随后，对机器

人的初始位姿进行了精确的调平与位姿标定，以此

作为统一的测量基准，之后方开始执行采样点的位

姿测量工作。 

根据粗细两级迭代参数辨识方法的步骤： 

1) 在工作空间中随机选取 30 个采样点，通过

激光跟踪仪测量机器人末端的实际位置，以获取标

定所需的数据； 

2) 将采集到的参数引入误差模型式(14)中，利

用改进高斯-牛顿法进行粗标定，获得基座坐标变换

Ubase 与靶球的坐标变换 Utool 的初值； 

3) 将采集参数与改进高斯-牛顿法的粗标定结

果代入式(23)中，运用最小二乘法迭代进行联合标

定，对完整运动学参数进行辨识，经过 3 次迭代后

获得最终的几何误差参数，辨识机器人几何参数误

差如表 3 所示。 

表 3  辨识误差参数表 

连杆 i δai-1/mm δαi-1/rad δdi/mm δθi/rad δβi/rad 

1 - - - 0.000 1 - 

2 0.63 0.001 9 0.71 0.000 3 - 

3 0.51 0.002 8 - 0.002 7 0.000 8 

4 0.56 0.003 9 0.26 0.001 8 - 

5 0.78 0.004 9 0.48 0.005 2 - 

6 0.55 0.004 2 - - - 

将辨识得到的几何误差参数带入机器人正运动

学模型得到实际机器人末端的位置，继而计算出补

偿后的末端位姿偏差。图 8—11 展示了经过几何参

数误差补偿后，机器人位置误差的变化情况。 

 

图 8  几何参数补偿前后末端位置误差对比 

由图 8 可知：测试的 30 组采样点补偿后定位精

度提高 75.79%，其平均误差由 2.862 降至 0.693 mm。 

 

图 9  X 轴补偿前后末端位置误差对比 

由图 9 可知：补偿后 X 轴方向定位精度提高

82.24%，其平均误差由 1.971 降至 0.350 mm。 

 

图 10  Y 轴补偿前后末端位置误差对比 

由图 10 可知：补偿后 Y 轴方向定位精度提高

81.14%，其平均误差由 1.930 降至 0.364 mm。 

 

图 11  Z 轴补偿前后末端位置误差对比  

由图 11 可知：补偿后 Z 轴方向定位精度提高

70.96%，其平均误差由 1.057 降至 0.307 mm。 

3.3  残余参数误差补偿实验 

为进一步提高机器人定位精度，选择 30 组采样

点进行残余误差补偿实验验证。将表 3 的辨识结果

补偿到运动学模型，运用残余参数误差辨识得到关
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节转角偏差值 δqi，将机器人各个名义关节角度 Qdi

加上补偿的关节转角偏差值 δqi，得到新的关节转角

值 θi，即 θi=Qdi+δqi。写入机器人控制器，驱动机器

人末端位姿逼近机器人期望到达位姿 p，达到补偿

作用，结果如图 12 和表 4 所示。 

 

图 12  残余参数补偿前后误差 

         表 4  测试点位置误差统计          mm 

位置误差 补偿前 几何误差补偿 残余误差补偿 

最大误差 4.465 0.803 0.756 

最小误差 1.139 0.533 0.410 

平均误差 2.862 0.693 0.571 

由表 4 的误差统计结果可知：在几何误差补偿

后通过残余误差补偿可以进一步提升机器人的定  

位精度，残余误差补偿后的最大误差、最小误差、

平均误差相对于几何误差补偿降低了 5.85%、

23.08%、17.60%，残余误差补偿后的最大误差、最

小误差、平均误差相对于补偿前降低了 82.02%、

53.20%、80.05%。 

4  结论 

针对机器人几何参数误差导致的定位精度不足

问题，笔者采用粗细迭代参数辨识方法，将测量设

备和靶球在机器人基坐标下的位姿误差问题同样作

为误差因素，进行改进高斯-牛顿法与最小二乘法联

合迭代，获得更准确的几何参数误差，补偿到机器

人 MDH 参数中，显著提高了机器人的定位精度。 

在几何误差补偿有效提高了机器人定位精度

后，仍有残余参数误差对机器人定位精度造成影响。

笔者采用逆运动学迭代的方式，对机器人电机转角

误差进行二次补偿，有效降低了残余误差对机器人

定位精度的影响。 

实验结果表明：笔者通过两级迭代补偿方法，

顺序补偿几何参数误差和残余误差，显著提升了机

器人末端绝对定位精度。 
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