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基于 AdaGrad 自适应 DA 方法的最优个体收敛速率 
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摘要：针对 AdaGrad 将自适应矩阵应用到随机梯度下降法中降低工程上超参数搜索的问题，提出一种自适应对

偶平均方法。将 AdaGrad 自适应矩阵引入到对偶平均方法框架中，形成自适应的对偶平均方法，并通过凸优化实验

验证其可行性和收敛效果。数学推导结果表明：对于非光滑条件下的一般凸函数 AdaDA 方法可以达到与维数相关

O(1/ t )的最优个体收敛速率，为其提供了理论支撑。 
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Optimal Individual Convergence Rate Based on AdaGrad Adaptive DA Method 
Zhang Xu, Wei Hongxu 

(Department of Information Engineering, PLA Army Academy of Artillery and Air Defense, Hefei 230031, China) 

Abstract: An adaptive dual averaging method is proposed to solve the problem of AdaGrad’s application of adaptive 
matrices to the random gradient descent method, which reduces the search for hyperparameters in engineering. The 
AdaGrad adaptive matrix is introduced into the dual averaging method framework to form an adaptive dual averaging 
method, and its feasibility and convergence effect are verified through convex optimization experiments. The mathematical 
derivation results show that the AdaDA method for general convex functions under nonsmooth conditions can achieve an 

optimal individual convergence rate related to dimension O(1/ t ), providing theoretical support for it. 
Keywords: optimization algorithm; gradient descent; dual average method; AdaGrad; adaptive matrix 

0 引言 

当前，学者对于深度学习中优化算法领域的研

究主流方向之一为自适应方法，用以解决高维问题

所伴随超参数搜索的高昂代价。熟知的自适应方法

有 AdaGrad[1]、Adadelta[2]、RMSProp[3]、Adam[4]。

其中，作为第 1 个自适应优化方法的 AdaGrad 所使

用的对角矩阵策略一直以来被认定为行业标准和典

范，Adadelta、RMSProp、Adam 也仅仅是对 AdaGrad
针对实验效果进行适当的改进，并未触碰和更改其

对角矩阵的核心理论思想。 

随机梯度下降法(stochastic gradient descent，
SGD)和对偶平均方法(dual average，DA)在特定步

长选择下是等价的，这说明 AdaGrad 自适应矩阵应

用到对偶平均方法中存在理论的可能性。此外，对

偶平均方法较随机梯度下降法具备较高的收敛稳定

性，源于其使用历史梯度的加权平均方式代替传统

随机梯度下降法的单一当前梯度信息。采用加权平

均的对偶平均方法通过对历史梯度信息步长的衰

减、缩小，巧妙地突出、放大了当前梯度信息的权 

重，克服了随机梯度下降法由于步长不断衰减所导

致的后期收敛缓慢的固有弊端。鉴于上述算法的异

同点，说明自适应对偶平均方法的设计不能只依赖

自适应矩阵的简单移植，还需要保留该方法对历史

梯度信息权重衰减的特性。AdaDA 方法以此为出发

点，替代 AdaGrad 中自适应矩阵的平方根转而使用

立方根，成功地保留了对偶平均方法的优势，并达

到了对梯度不同维度应用适应步长的自适应效果，

实现对偶平均方法在自适应领域的扩展。 
此外，收敛性分析是评价算法的重要指标之一。

针对一般凸优化问题，Zinkevich[5]提出的 OGD 证

明在线学习模式下梯度有界的可微凸函数流可以保

证 ( )O t 的 Regret bound。在非光滑强凸情形中，

Hazan 等[6]在 OGD 基础上得到了在线学习模式下更

好的 O(log(T))的 Regret bound。通过 Regret bound
可以进一步得到该算法以所有迭代平均方式作为输

出时的收敛速率(即平均收敛速率)，二者之间为 1/t
的倍数关系。然而相比平均收敛速率，往往更关注

的是单步迭代作为输出时的收敛速率(个体收敛速 
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率)，并且个体解更利于保持机器学习正则化项的结

构。同时，对于凸优化问题，从个体解的最优收敛

性能够方便获得最优平均收敛性，但反之却不成立。

Shamir 等[7]提出 SGD 由平均收敛速率直接得到个

体收敛速率的一般技巧，得到 SGD 非光滑条件下强

凸问题 O(lnt/t)和一般凸问题 O(lnt/ t )的个体收敛

速率，相比强凸问题 O(1/t)和一般凸问题 O(1/ t )
最优平均收敛速率，仅相差一个对数因子。Nichdas
等[8]证明对数因子必不可少，即 SGD 关于一般凸问

题和强凸问题的最优个体收敛速率就是 O(lnt/t)和

O(lnt/ t )。2011 年，Duchi 等提出 AdaGrad 算法，

可以看作是 SGD 与自适应步长策略的首次结合。

John 等[1]证明在线 AdaGrad 在处理一般凸问题时具

( )O t 有 Regretbound，达到了和 SGD 一样的最优

收敛速率，但在处理稀疏数据时 AdaGrad 算法却能

获得比 SGD 更小因子的收敛界。笔者提出一种

AdaDA 算法，将 AdaGrad 自适应策略与 DA 方法相

结合，对于非光滑条件下一般凸问题，同样可以得

到与维数相关的 (1 )O t 最优个体收敛速率。 

1  AdaDA 算法设计分析 

通过分析 DA 和 SGD 算法的差别，说明向 DA
中引入 AdaGrad 自适应矩阵的突破点，并作相应改

进以保留 DA 的算法优势。首先对符号进行明确，k
表示算法的迭代步骤，gk 表示凸函数 f (x)在 xk 处的

梯度 ( )kf x 或凸函数 f (x)在 xk 处的次梯度，即

 k kg f x 。 

1.1  SGD 和 DA 的比较 

以基本型的 DA 方法与 SGD 作比较如下式所

示，其中 λi=1, 1 / 1i i   ，在
1 1k k    时 2 种

方法达到收敛。 

 1 0
0

SGD :
k

k i i
i

x x 


  g ； (1) 

 1 0
01

1DA :
k

k i i
ik

x x 




   g 。 (2) 

不难发现，式(1)中 SGD 的不同迭代步骤梯度

信息权重 1 / 1i i   为变步长，并随着迭代步骤增

加而衰减，而 DA 方法历史梯度和当前梯度权重全

部相同，为固定的
11 / 1 / 1k k    。式(2)中 DA 对

历史梯度及当前梯度应用的权重恰好为 SGD 在第 k
次迭代中使用的 γi 步长。 

当 1/2( 1)i ii   时，SGD 依旧取步长 γi，式(3)

中 DA 的形式并未发生改变，DA 可以看作对梯度

信息使用 SGD 相同的步长，但对 k 次迭代之前的步

长 γi 给予 1/2( 1) / 1i k  的衰减，巧妙地“关注”最

新的梯度信息。DA 的步长衰减正是相较 SGD 的特

性所在，是本文中方法所考虑保留的。 

 

1/2
1 0

0
1

1/2
0

0

1 ( 1)
1
1 ( 1)

1

k

k i i
i

k

k k i i
i

x x i
k

x g i
k



 








   


  






g

g 。 (3)
 

1.2  自适应矩阵的引入和 AdaDA 算法 

AdaGrad 在 SGD 上应用自适应矩阵可以用式(4)
表示： 

 1/2
1k k k k kx x g 
   v  

 2

1

t

k i
i

k


 v g 。 (4) 

式中： 2 Tdiag( )i i ig g g 为计算第 i 步梯度 gi 的外积矩

阵对角化后的对角矩阵；vk 为 d×d 维(d 是 g 的维数)

的自适应矩阵，其元素为 k 步之前所有对角外积矩

阵对应位置元素的算术平均值。 
AdaGrad 改变了以往算法在应用梯度信息权重

上只区分迭代步骤的惯例，而更进一步细化到梯度

信息的每一维度信息的差异。这种差异对于稀疏数

据更为常见，样本在不同特征(梯度的不同维度)的

变化速度存在较大差别，有快有慢，需要自适应的

权重调整其变化速度。 

根据 1.1 节中的比较分析，取 1/2( 1)i ii   ，以

AdaGrad 中第 k 次的步长直接应用于 DA，做最简

单的移植后得到自适应的 DA 如式(5)所示，并不能

保留 1/2( 1) / 1i k  的步长衰减。 

 1/2 1/2 2
1 0

0 0
( 1) ( 1)

k k

k i i i i
i i

x x i i 
 

    g g 。 (5) 

本文中 AdaDA 方法通过式(6)在 DA 中应用

AdaGrad 自适应矩阵： 

 1/2 1/2 231 0
0 0

( 1) ( 1)
k k

k i i i i
i i

x i i 
 

    x g g 。 (6) 

式(6)相较于式(5)的“简单移植”仅仅在分母  

中使用立方根替代平方根，立方根代替平方根的好

处在于 1/2 1/23

0
( 1) ( 1)

k

i
i k



   ，进而达到步长衰减 

效果。 
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最后，使用 Nesterov 在文献[9]中提出的 Double 
Averaging 技巧(类似于指数平均)更好地提高算  

法的泛化能力，给出本文中的自适应对偶平均方 

法 AdaDA。 

AdaDA 完整迭代过程如下： 

1k k k k  s s g ； 
2

1k k k k  v v g ； 
3

1 0 1 1k k k   z x s v ； 

 1 1 1 1(1 )k k k k kc c     x x z 。 

式中 1/2( 1)k k   ，γ 为固定步长，使用 1kc  实现

Double Averaging。 
AdaDA 算法具体执行步骤： 

输入循环次数 T 
初始化 0 , ,kc x  

1) 0 00, 0 s v ； 
2) for 0, ,k T   do； 
3) 计算梯度 gk； 
4) 1/2( 1)k k   ； 

5) 1k k k k  s s g ； 

6) 2
1k k k k  v v g ； 

7) 3
1 0 1 1k k k     z x s v ； 

8) 1 1 1 1(1 )k k k k kc c     x x z ； 
9) end for； 
10) return Tx 。 

2  AdaDA 算法个体收敛性分析 

在收敛性证明上，借鉴 Duchi 在文献[1]中的技

巧，在分母矩阵中添加项 2Gkλ ，其中 G为梯度有界

假设： i , i≤g G 。 

 

1
2

1

23
1 0 1 1 1

1 1 1 1(1 )

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k kc c











   

   

 

 

 

  

；

；

；

。

s s g
v v g

z x s G + v
x x z

 

另外，参照 Nesterov 在文献[10]中的设置，构

造如下的辅助函数 ( )
kA kV s ： 

 2
0 0( ) max{ , 2}

k kA k k Ax
V    s s x x x x 。 

式中：
1

23

0
diag( )

k

k i i k k k k k
i

A a a 




    ； ； 。s g G v  

同时，本文中 AdaDA 算法中 zk 亦可做相似   

表达： 

  2
0argmin , 2

k
k k A

x
   z s x x x 。 

辅助函数  
kA kV s 具备以下与文献[10]相同的性

质(在定理 3 的证明中使用)： 
1)    

1k KA k A kV V


≤s s ； 

2)    
1

1

2

, ( )
2

k

k K K

A
A k A k AV V V




   ≤s s s


  ； 

3) 0( )
KA k kV   s z x 。 

2.1  引理 1 

对于所有的自然数 k，如果 1k k  ≥ ，那么 

 
2 2

2 2/3
1

2 2 1/30 0

0

3 ( )
2( )

k k
t t

k i it
t i

t i i
i

g g
G g


 

 


 




 


≤ 。 

证明： 

当 k=0 时，因为 2 2
0g G≤ ， 

2 2
5/3 2(1 1/3) 5/3 2(2/3) 2 2/30 0
0 0 0 0 0 0 02 1/3

0

3 ( )
( ) 2

g g g g
G


   


 ≤ ≤ 满足

引理 1； 

假设 k-1 时，引理成立。 

 

2 2 2 2

1 1
2 2 1/3 2 2 1/30

0 0
2 2 2 21

1 1
2 2 1/3 2 2 1/30

0 0
2 21

2 2/3
1 1

2 2 1/30

0
1

2 2

0

( ) ( )

( ) ( )

3 ( )
2 ( )

3 ( )
2

k
t t k k
t k

t
t i i k i i

i i

k
t t k k
t k

t
t i i k i i

i i

k
k k

k i i k
i

k i i
i

k

k i i
i

g g

G g G g

g g

G g G g

gg
G g

g

 

   

 

   


 

 

 

 


 



 


 



 








 
 


 





 


 






≤

≤

/3。

 

令 2 2

0
,

k

k k k i i
i

a g b g


  代入上式得： 

 

2 2
2 2

1
2 2 1/30

0

1/3 2/3

(
( )

3) ( )
2

k
t t

k k k kt
t

t i i
i

k k k k k k

g a G b
G g

a b a


 

 

  








 


 




≤

。

 

由于 2 2
k ka g G ≤ ，不等式右侧第 1 项 

 2 2 1/3 2 1/3( )k k k k k k k k ka G b a a b      ≤ ； 

又由凸性可得，不等式右侧第 2 项 
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 2/3 2/3 2/3 2 1/3
1

3 3 3( )
2 2 2k k k k k k k k k k kb a b b a b     

  ≤ 。 

进而得到 

 
2 2

2/3 2 2/3
1

2 2 1/30 0

0

3 3 ( )
2 2( )

k k
t t

k k k i it
t i

t i i
i

g b g
G g


  

 


 






 


≤ 。 

引理 1 得证。 

2.2  引理 2 

当 0＜m＜1 时，对于
1

k
mc

k m n



 

，当 0k≥ 时，

以下不等式成立： 

 
1

1 1( ) ( 1)m mk

k k

c k n k n
c c 


  ≤ 。 

证明： 

对 于 (0,1)m 的 凸 函 数 ( ) mf x x ， 令

, 1x k n y k n     ，可以得到： 

 

1( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
1

1 ( 1)
1

m m m

m m

m

k n k n m k n
mk n k n

k n
k n m k n

k n

      

     
 

  
 

 

≤

；

 

原 式
1 1 ( 1) ( )( ) (

( 1) ( )
mk

k

c m k m nk n k
c m k m n
    

  
  

 


 1 1

) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)(
1)( ) ( 1)( 1) ( 1)( )

1 ( 1)

m m

m m

m
k k

n k n k n m k m n k n
k n m k m n k n k n k

m n c k n c 

          

         

   ≤ 。

 

引理 2 得证。 

2.3  定理 3 

当 k=0 时， 11 0

22
1 0 0( ) ( ) 2A A

V s f x  ≤ ； 

当 k≥1 时， 

 

     

     

     

11

2
2

1

0 * *

1 *

2
1,

1

k k k

k
A k A k k A

k k k k
k

k k k k

V s V s f x

f x x x f x f x
c

f x f x c c



 



 



    

      

   

≤

。

 

证明： 

当 k=0 时，由 ( )
kA kV s 的性质 2 得 

 
11 0

1 1
0 0

2
20

1 0 0 0 0 0

2 2
2 20 0

0 0 0 0

( ) ( ), ( ) ( )
2

( ), ( ) ( )
2 2

A A

k k A A

V s f x V s f x
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定理 3 得证。 

2.4  定理 4 

k 次 迭 代 后 ， 取
3/2

0 *3/4 3/4 1/2
1 x x

k D G
   ，

(3 / 2) ( 3 / 2)kc k  ，其中 D 为梯度的维度，那么 

 1/2
* 0 *1/2

6( ) ( )kf x f x x x GD
k

 ≤ 。 

达到与维数相关的 (1 / )O k 最优个体收敛   

速率。 
证明： 

当 1/2( 1)k k   ，其中 γ 为常数，取 kc   

(3 / 2) ( 3 / 2)k  ， 应 用 引 理 2 ， 可 以 得 到

1 1(1 )k k k k kc c c    ≤ 。 
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进而定理 3 中，当 k≥1 时： 

 

11

1

2
2

1

0 * *

1 *

2
2

0 *

* 1 1 *
1

( ) ( ) ( )
2

1( ), [ ( ) ( )]

1 [ ( ) ( )] ( )

( ) ( ),
2
1 1[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

k k k

k

k

k
A k A k k A

k k k k
k

k
k k A k

k

k
k k kA

k k k k
k k

V s V s f x

f x x x f x f x
c

c f x f x V s
c

f x f x x x

f x f x f x f x
c c



 






 










 


    

    


  

    

  

≤

≤

。

 

上式两端取
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整理得到 

 

1

1

* 1 1

2
2

0 *
1 1

0 0 *
0

1 [ ( ) ( )] ( ) ( )

( ) [ ( )],
2

1 [ ( ) ( )]

k

k

k k A A k
k

k k
t

t t tA
t t

f x f x V s V s
c

f x f x x x

f x f x
c












 

    

    



 

≤

。

 

定理 3 中，当 k=0 时， 
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继而得到： 
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(3 / 2) ( 3 / 2)kc k  ，其中 D 为梯度的维度： 
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已知维数为 D，且回顾对角矩阵 23 ,k k k a G v  

diag( )k kA a ，对上式不等式右侧应用引理 1： 
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为后续化简方便，右侧放大如下： 
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γ求导得到最优值 
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定理 4 得证。 

3  实验 

通过深度学习实验，并与其他算法对比，进一

步检验 AdaDA 算法的可行性与预期效果。 

3.1  实验模型和数据集 

笔者深度学习实验中使用典型的 ResNet-18 神

经网络模型，所采用的 3 个常用标准数据集分别为

CIFAR10(50 000 训练样本、10 000 测试样本)、

CIFAR100(50 000 训练样本、10 000 测试样本)、

MNIST(60 000 训练样本、10 000 测试样本)。 

3.2  比较算法和超参数设置 

实验中选取 3 种目前使用较多且效果较好的算

法：SGD 算法、AdaGrad 算法、Adam 算法[8]，以

及基本型的 DA方法与本文中的 AdaDA算法进行对

比。DA 算法采用文献[7]中的基本型，其他算法步

长及参数设置分别为：SGD 算法使用 / 1k k   ；

AdaGrad 算法使用 / 1kγ γ k  ， 1 8ε e  ；Adam

算 法 使 用 / 1kγ γ k  ， 1 8ε e  ，

1 20.9 0.99  ， ；AdaDA 算法使用 / 1kγ γ k  ，

1 8ε e  。对于共同超参数，采取了从{1, 0.1, 0.01, 
0.001, 0.000 1}中线性搜索的方式，并取其中最好的

一次实验结果，作为该算法的最终输出。为降低随

机因素产生的影响，各算法在每个数据集上均运行

5 次，并取平均值作为最后的输出。 

3.3  实验效果及结论 

图 1—3 分别为 5 种算法在 ResNet-18 神经网络

模型上 3 种数据集的测试精度对比，图 4—6 为损失

对比。DA 方法较 SGD、AdaGrad 方法在每次迭代

中都使用了历史梯度信息，而 SGD、AdaGrad 仅仅

使用当前的梯度信息，且由于样本抽取的随机性，

梯度方向变化大，收敛振荡明显。从实验结果可以

看出，DA 方法框架下的 AdaDA 依旧继承了 DA 方

法收敛稳定的特性，较 SGD、AdaGrad 振荡有明显

改善，且在测试精度及损失降低方面也达到优于或

相当其他自适应方法的效果。 

 
图 1  测试精度对比(CIFAR10) 

 
图 2  测试精度对比(CIFAR100) 

 
图 3  测试精度对比(MNIST) 
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图 4  损失对比(CIFAR10) 

 
图 5  损失对比(CIFAR100) 

 
图 6  损失对比(MNIST) 

4  结束语 

笔者提出一种名为 AdaDA 的自适应对偶平均

方法，通过数学推导，证明了该方法对于非光滑条

件下的一般凸函数可以达到与维数相关的 (1 )O t

最优个体收敛速率，并通过算法在深度学习上的实

验应用，检验其收敛稳定性和精度，达到了预期的

实验效果。后续，笔者将继续对 AdaDA 算法在强

凸情况下的收敛性进行分析。 
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