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摘要：针对加工零件传统单一变量对加工误差统计分析，不能解决多关联变量之间的关系对加工误差的影响问

题，提出一种多维随机变量的机械加工误差分析系统。通过分析加工零件的关联尺寸，用 Matlab 建立加工误差的分

布规律图，分析产生有效加工误差的概率；用统计产品和服务解决方案(statistical product and service solution，SPSS)
对测量出的关联尺寸组进行 Q 型聚类分析，分析加工误差易发生段；用 3 维点图法分析关联尺寸产生的系统误差和

随机误差；建立环形轴类零件的加工误差系统分析模型。结果表明，该分析系统能提高机械加工误差分析的精确度。 
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Systematic Analysis of Influence of Multidimensional Variable on Machining Error 
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(Equipment Research Institute of Inner Mongolia North Heavy Industry Group Co., Ltd., Baotou 014000, China) 

Abstract: Aiming at the problem that the traditional statistical analysis of machining error based on single variable can 
not solve the influence of multiple associated variables on machining error, a machining error analysis system based on 
multi-dimensional random variables is proposed. The probability of effective machining error is analyzed by analyzing the 
correlation dimension of machining parts and establishing the distribution law of machining error with Matlab. The 
statistical product and service solution (SPSS) is used to carry out Q-type clustering analysis on the measured correlation 
dimension groups to analyze the sections where processing errors are prone to occur, and the three-dimensional point 
diagram method is used to analyze the systematic errors and random errors caused by the correlation dimensions; A 
systematic analysis model of the machining error of ring shaft parts is established. The results show that the analysis system 
can improve the accuracy of machining error analysis. 
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0 引言 

机械加工的首要任务是保证零件所要求的加工

精度 [1]。随着制造业科技水平的不断发展，对机械

产品的精度要求也越来越高，一般主要考虑零件加

工时的尺寸精度、形状精度和位置精度[2-5]。影响零

件加工精度的因素有很多，考虑多维影响加工精度

的指标因素至关重要。在实际零件加工过程中，工

人希望实际测量尺寸与理论尺寸误差越小越好，但

在加工时不确定因素很多，很难用单因素分析法分

析其因果关系，且在加工时产生的关联因素很多，

用单一的因素分析不具备全面性，其分析结果对加

工误差系统分析价值意义不大；需要一种多维随机

变量分析法对加工误差进行系统分析，这种分析方

法考虑的因素较多，且能很好地反映众多关联因素

对加工过程的影响，也能分离多维联合随机变量，

建立边缘单一变量分布的影响过程，进而更加有效 

分析加工误差的规律。 

1  机械加工误差分析系统的建立 

针对机械加工过程中传统单一变量对加工误差

影响统计分析系统的局限性，笔者提出一种多维随

机变量的机械加工误差分析系统。该系统主要由 3
方面构成：1) 对加工误差的分布规律进行多维统

计，结合 Matlab 建立数学模型，分析加工误差的有

效范围，可得出在相同的加工环境生产的合格零件

的占比；2) 对产生加工误差的多频段区域进行综合

分析，结合统计产品和服务解决方案(SPSS)软件建

立数学模型，分析在组测过程中，确定合理误差发

生的多频段区域，通过分析多频段区域在误差范围

中的位置，能够直观看出机床此时的加工状态是否

良好；3) 对加工误差统计分析，结合 Matlab 建立

x y R  点图，能够多维且有效反映工艺过程指标 
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分布中心(系统误差)和质量指标分散范围(随机误

差)的变化，判断工艺过程是否稳定，从而判断是否

需要及时调整机床和加工状态。通过分析这 3 方面

组合，可全面有效地分析各方面因素的加工误差对

加工过程的影响。 

2  基于 2维正态分布的机械加工误差分布规律 

2.1  加工误差 2 维正态分布的构建 

机械加工产生的误差分布规律很多，常见分布

规律有平顶分布、偏态分布、正态分布、双峰分布

等 [6]。这些分布只能单一地分析加工过程中某因素 

在某方向产生的加工误差，而实际加工过程中，关

联影响因素对加工误差的影响很大，有时 2 个关联

因素产生的误差影响值远大于 2 个单作用因素产生

的误差影响值之和，所以很必要考虑多维加工因素

在多维方向上产生的加工误差。 
实践证明，在没有某种优势误差影响因素的前

提下，在机床上用调整法加工一批零件时，统计数

据得到的实验分布曲线图与正态分布曲线图接近[6]。

笔者对环类零件的内、外径关联尺寸进行加工误差

分析，提出基于 2 维正态分布的机械加工误差分布

规律，2 维正态分布的概率密度函数表达式为： 
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式中：f (x, y)为加工误差分布的概率密度；x、y 为

环类零件的内、外径测量尺寸；μ1、μ2 为 x 和 y 随

机变量总体算数平均值；δ1、δ2 为 x 和 y 随机变量

的标准差；ρ为 x 和 y 的相关性。 
图 1 所示为环形轴类零件的 2 维图，通过在磨

床上加工要求图样的内径 x 为 0
0.04025  mm - ，图样的

外径 y 为 0.040
045  mm  的环形轴类零件图。在加工过

程中，每隔一段时间连续抽取 5 个加工完环形轴类

零件，通过千分尺对内径 x 和外径 y 进行测量，总

结出一组数据，共测得 10 组工件 100 个数据，然后

进行统计，表 1 所示为 10 组工件加工完毕的内径   
x 和外径 y 测量值，其中定义：x=25 000+a，y=     
45 000+b。 

 
图 1  环形轴类零件 

        表 1  环形轴类零件内外经测量值       m 

组号  a1 a2 a3 a4 a5 b1 b2 b3 b4 b5

1 32 28 17 22 26 33 28 36 18 24
2 38 30 29 34 31 40 33 26 34 18
3 31 41 36 35 31 32 26 43 31 26
4 36 27 18 26 32 34 26 17 23 36
5 35 25 36 32 35 24 32 40 33 27
6 44 43 32 27 38 43 32 36 27 21
7 36 23 27 34 22 36 24 18 32 27
8 23 24 40 35 40 24 32 27 38 40
9 19 26 32 28 32 18 14 28 24 32

10 31 27 32 24 28 32 18 36 30 26

通过对环形轴类零件的测量，分析测量数据，

再根据 2 维正态分布各参数计算公式计算出各参数 

的值，如式(2)所示，得到测量结果分别是 μ1=30.6 
μm，μ2=29.1 μm，δ1=6.32，δ2=7.15，ρ=0.521 6。 
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式中：Cov(X, Y)为变量 X 和 Y 的协方差；E(XY)为
变量 X 和 Y 联合的数学期望；E(X)、E(Y)为变量 X、

Y 的数学期望； ( )D X 、 ( )D Y 为变量 X、Y 的标

准差。运用 Matlab 软件画出加工误差 2 维正态概率

密度分布图以及投影各视角平面正态分布图，如图

2 所示。 

 
(a) 加工误差 2 维正态概率密度分布 

 
(b) 在 XOY 面上的投影 

 
(c) 在 XOZ 面上的投影 
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(d) 在 YOZ 面上的投影 

图 2  加工误差概率密度分布 

2.2  基于 2 维正态分布规律的有效加工误差分析 

2 维正态分布总体的均值 μ 和标准差 δ 通常是

未知的，但可以通过它们的样本平均值 X 和样本标

准差 δ 来估计[7]。这样在批量加工同类零件时，抽

取其中的少部分作为整体加工精度判别的样本，即

可大体上估算整批工件的加工精度。对 10 组环形轴

类零件的加工关联尺寸测量，得出 μ 和 δ，从而建

立加工误差概率密度分布图；从图 2 中不仅能看出

总体关联尺寸对零件加工误差的影响，也可经投影视

角看出单一尺寸在某方向对加工误差的影响。 
由于加入相关系数 ρ，可从 2 维正态分布中确

定随机变量 X 和 Y 的边缘分布；因此，又可建立某

个随机变量在某方向上对加工误差的平面概率密度

分布，表达式为： 

 
2 2( ) 21( ) ( )

2
xf x e x 


   


， ＜ ＜ 。 (3) 

通过上式计算，其中落在 x-μ=±3δ 范围内的

面积占总面积的 99.73%，也就是说 99.73%的测量

工件尺寸落在±3δ 范围内，仅有 0.27%的工件在范

围之外，可以忽略不计，所以在机械加工误差分析

领域内±3δ用处非常广泛，代表某加工方法在一定

条件(如毛坯余量，切削用量，组成的机床、夹具、

刀具等)下所能达到的精度，同时也能看出合格工件

产出的概率。通过总结大范围合格工件产出的概率，

可得出在一般加工方法下，应使所选择的加工方法

的标准偏差 δ 与公差带偏差 T 之间应具备 6δ≤T。
通过分布图可以分析加工误差的性质，确定各种方

法所能达到的精度，确定工序能力及其等级以及估

算不合格率，对于误差分析等有重要的作用。 

3  基于 SPSS 多元分析的加工误差多频段分析 

多元分析(multivariate analyses，MA)是多维随

机变量的一种统计分析方法，是数理统计中应用广

泛的一个重要分支。由于变量的相关性，不能简单

地把每个变量的结果进行汇总，需要对多变量统一

分析，这是多变量统计分析的基本出发点。笔者通

过 SPSS 软件对加工误差的多频段进行分析，对变

量之间的相关性以及变量之间的主成份对加工误差

的影响进行分析[8]。 

3.1  建立综合评价指标体系 

针对加工环形轴类零件，对环形轴类零件的内

径 x 和外径 y 的 1 对关联尺寸有加工精度保证前提

下，建立 1 对关联相关尺寸变量，针对这 2 方面变

量指标因素，结合测量数据的统计表，建立环形轴

类零件加工误差在某关联随机变量处的指标体系。 

3.2  变量相似性度量 

记随机变量 ai 和 bj 取值(a1i, a2i,…, ani)T 和(b1j, 
b2j,…, bnj)T，为便于计算两变量之间的相关性，把

上述两随机变量组成统一变量 xj，取值(x1j, x2j,…, 
xnj)T∈Rn，其中 j=1, 2, …, 10，则可以用 2 个变量

xj 和 xk 的样本相关系数作为它们相似性度量：由于

只分析环形轴类零件在一次加工时，内径和外径加

工产生的加工误差具有一定的相关性，而由于加工

时，组间的内径与内径或者外径与外径之间存在加

工误差时的关联几乎不存在；所以在计算时，只考

虑 aiai、aibi 和 bibi 3 种相关系数，相关系数的计算

公式为： 

     
1 2

2 2

1 1 1
( )

jk
n n n

ij j ik k ij j ik k
i i i

r

x x x x x x x x
  



     
 

   。(4) 

通过上式变量间相关系数的计算原理，结合 
表格中 CORREL 函数，得出相关系数矩阵如表 2  
所示。 

表 2  相关系数矩阵 

变量  a1 a2 a3 a4 a5 b1 b2 b3 b4 b5 
a1

 1 0 0 0 0 0.874 0 0 0 0 
a2

 0 1 0 0 0 0 0.519 0 0 0 
a3

 0 0 1 0 0 0 0 0.410 0 0 
a4

 0 0 0 1 0 0 0 0 -0.097 0 
a5

 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0.321 
b1

 0.874 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
b2

 0 0.519 0 0 0 0 1 0 0 0 
b3

 0 0 0.410 0 0 0 0 1 0 0 
b4

 0 0 0 -0.097 0 0 0 0 1 0 
b5

 0 0 0 0 0.321 0 0 0 0 1 
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3.3  基于 Q 型聚类的加工误差指标分析 

聚类分析又称群分析，是对多个样本(指标)进

行定量分类的一种多元统计分类方法，研究样本的

称为 Q 型聚类分析[9]，研究指标的称为 R 型聚类分

析。笔者通过对内径和外径各组样本进行单独分析，

建立 Q 型聚类分析模型，分析加工误差产生的多频

分段区，图 3 所示为加工误差 Q 型聚类分析的柱形

图，根据对纵坐标进行划分，可以对工件组别进行

不同的分类；图 4 所示为加工误差 Q 型聚类分析的

树形图，根据图中所示，可将统计组按照误差情况

分为 1 和 6，2 和 7，5 和 10，3 和 8，9 和 4，共 5
大类，可以发现 1 和 6 组误差变化最小，优势明显。 

 
图 3  加工误差 Q 型聚类分析 

 
图 4  加工误差 Q 型聚类分析 

4  基于 3 维点图法的加工误差统计分析 

传统的分布图法在全部工件加工完之后才能分

析每组加工零件的加工误差波动规律，其缺点是不

能很好地反映零件加工次序以及加工误差的变化规

律，不能按照特定规律变化区分加工时所产生的系

统误差和随机误差。由于工艺系统出现的各种原始

误差一直伴随着加工活动存在：如加工工具(机床、

夹具和刀具等)的制造精度误差与老化磨损、工件的

定位不可靠与夹紧偏移误差、测量不当造成的精度

误差、工艺系统的调整误差，以及加工中的外部影

响因素(如切屑力、夹紧力、应力释放和热量等)所

引起的工件尺寸、形状和位置等不易估算误差，使

工艺系统间正确的几何关系遭到破坏而产生加工误

差[10-12]。为克服这些不足，更利于批量生产的工艺

过程质量控制，在生产实践中出现了点图法。 

现流行的 2 维 x R 图是由小样本均值 x 的点

图和小样本极差 R 的点图组成，该方法虽然能解决

以上问题，但仅仅直观反映了单一变量对工艺过程

质量影响，不能多维反映随机变量对工艺过程质量

的影响。为直观了解多参数均值与小样本组序号，

多参数极差与小样本组序号之间的关系，笔者提 
出一种基于 3 维 x y R  点图法的加工误差分析 
方法。 

在 x y 点图上， x 和 y 是小样本平均的均值

线，也就是环形零件内径和外径测量的平均值，

SUCL、SLCL 分别是小样本均值 x 和 y 上、下控制线所

构成的矩形区域。在 R 点图上， xR 、 yR 分别是小

样本极差 Rx 和 Ry 的均值线，SUR 是小样本极差 Rx

和 Ry 的上控制线所构成的矩形区域。其中： 
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，

，

，

。
 (5)

 

式中：n 为一批工件的分组数； ix 和 iy 为内径和外

径第 i 组工件的平均尺寸；Rxi 和 Ryi 为内径和外径

第 i 组工件的尺寸极差；A、D 系数[7]如表 3。 
表 3  A、D 系数值 

每件组数  A D 
4 0.73 2.28 
5 0.58 2.11 
6 0.48 2.00 

根据测量的内径 x 和外径 y 的统计值，结合公

式计算出数值，运用 Matlab 软件绘制 x y 图和 R

图如图 5、6 所示。 

 
图 5  x y  
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图 6  R 

传统的 2 维点图法反映的是工艺过程质量指标

分布中心(系统误差)以及指标分散范围(随机误差)

的变化，虽然在分析工艺稳定时需要结合这 2 个点

图一起使用，但也仅能直观反映出某一因素的均值

和方差对工艺稳定性的影响，不能同时考虑 2 个以

上因素的作用；而笔者提出的 x y 以及 R 3 维点图

能够直观反映 2 个因素同时对工艺稳定性的影响。

如图 5、6 所示，在 x y R  图中没有波动点超过控

制面，大部分波动点在均值面上下波动，小部分波

动点在控制面附近摆动，波动点没有明显的上升、

下降倾向和周期性波动等规律性变化，代表此时工

艺过程稳定；否则，表明工艺过程不稳定。在工艺

过程出现非稳定性趋势时，要根据波动点的分布和

超过控制面限度情况查找加工误差发生的原因，及

时调整机床和加工状态，稳定工艺性能。 

5  结论 

在分析环形轴类零件关联尺寸的基础上，建立

关联随机变量指标体系，并根据基于加工误差的正

态分布规律分析、多元分析的多频段分析以及 3 维

x y R  点图法的统计分析，建立机械加工误差影

响系统的数学模型；通过分析这 3 方面数学模型，

结合环形轴类零件实例总结：新建加工误差分析系

统能够 2 维分析在加工过程中关联尺寸对工件有效

加工的影响，并能系统分析出加工误差多频发生段

以及工艺过程的稳定性；提高了机械加工误差分  
析的精确度，对于 2 维分析的系统模型可以有效  
推广到多维随机变量对加工误差的影响，具有借鉴

意义。 
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