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基于残余模态力的装备悬臂梁结构损伤诊断 
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摘要：针对装备悬臂梁结构损伤诊断问题，提出基于残余模态力的结构损伤诊断方法。定义残余模态力(残余模

态力向量)和结构单元损伤因子(结构单元损伤因子向量)的概念，分别应用于判断装备结构是否存在损伤以及指示损

伤单元的位置和程度，并分别进行 3 种状态的仿真实验。实验结果证明：该方法可有效地识别装备悬臂梁结构的损

伤类型及其位置和程度等信息，对于装备悬臂梁结构诊断是科学有效的。 
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Damage Diagnosis of Equipment Cantilever Beam 
Based on Residual Modal Force 
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(1. School of Transportation and Logistics, Southwest Jiaotong University, Chengdu 610031, China; 

2. Department of Force Management, Officers College of PAP, Chengdu 610213, China) 

Abstract: A structural damage diagnosis method based on residual modal force is proposed for the damage diagnosis of 
equipment cantilever beam structure. The concepts of residual modal force (residual modal force vector) and structural 
element damage factor (structural element damage factor vector) are defined, which are applied to judge whether the 
equipment structure is damaged and indicate the location and degree of the damaged element, and the simulation 
experiments of 3 states are carried out respectively. The experimental results show that the method can effectively identify 
the damage type, location and degree of the equipment cantilever beam structure, and is scientific and effective for the 
equipment cantilever beam structure diagnosis. 
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0 引言 

装备故障损伤若未被及时发现和排除，会对装

备本身造成损坏，影响系统效能[1-2]。对于装备故障

诊断问题，学者们已经提出了许多有效的诊断方  

法[3-6]。装备可以看作是一个力学系统。力学系统的

3 大要素是刚度、质量和阻尼矩阵。若装备的结构

系统发生故障损伤，则其对应的力学系统的要素参

数也必随之发生改变，从而导致系统的模态参数(即

频率、振型等)发生变化；因此，如果系统的模态参

数发生变化，就有理由怀疑系统发生故障损伤。实

际上，利用系统故障损伤出现前后相关参数的变化

来识别装备故障损伤，可以将系统振动的外部因素

等作为激励源进行诊断，这种诊断方法不会影响装

备的正常工作，能相对便利地进行装备故障损伤诊

断[7-9]。实际工程中，由于悬臂梁的受力和支座约束

的情况都比较复杂，对悬臂梁结构维护和故障诊断 

有一定的难度；因此，笔者利用模态参数来研究装

备的故障损伤诊断问题，并提出残余模态力和结构

单元损伤因子的概念，进而将其应用于悬臂梁结构

故障损伤诊断中。 

1  基于残余模态力的结构损伤诊断方法 

1.1  残余模态力 

对于一个 n 阶自由度的线弹性系统，其振动方

程[10]为： 

    MX CX KX F 。 (1) 

式中：M、C 和 K 分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚

度矩阵； X 、 X 、X和 F分别为加速度向量、速度

向量、位移向量和输入力向量。当系统自由振动时，

则有： 

 0   MX CX KX 。 (2) 

假设其解为 tueX ，则其特征方程为： 

             1 
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 2( ) 0u   M C K 。 (3) 

假设无重根，则可解得 2n 个共轭对形式的互异

特征值和特征向量： 

 *
i i i

i i i

j

j

  
  
  

   
， *

i

i

u

u
       1, 2,i m  。 (4) 

而且， * 2 2
0i i i i i        ，式中：λi 为系统的

复频率；实部-σi 代表衰减系数，虚部 ωi 代表了系

统的阻尼固有频率，λi 的模等于系统的无阻尼固有

频率 ω0i。 

对于比例阻尼系统，则有： 

 C=aM+bK。 (5) 

式中 a 和 b 为材料的比例系数。由于结构质量矩阵

和刚度矩阵均为对称实矩阵，因此，比例阻尼矩阵

亦为实对称矩阵，满足解耦条件，其 2n 个特征向量

ui 和
*
iu 均为实向量，且与无阻尼振动时的特征向量

相等，并且满足 *
i iu u ，因此，独立的特征向量只

有 n 个。 

当结构没有损伤时，其模态频率和模态振型满

足以下方程： 

 2( ) 0i i i   M C K u ， 1, 2, ,i m  。 (6) 

当结构发生损伤时，则特征方程变为： 

 2( ) 0di d di d d diu   M C K 。 (7) 
式中，Md、Cd、Kd 分别为结构损伤后的质量矩阵、

阻尼矩阵和刚度矩阵；λdi 和 udi 分别为系统第 i 阶复

模态频率和模态振型。令 

 Md = M - ΔM； (8) 

 Cd = C - ΔC； (9) 

 Kd = K - ΔK。 (10) 

式中：ΔM、ΔC 和 ΔK 分别为由于结构损伤而引起

的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵的变化量。因此，

由式(6)可知： 

 2 2( ) ( )di di di di di diu u          M C K M C K ， 

 1, 2, ,i m  。 (11) 

定义残余模态力向量(为使用方便，残余模态力

向量通常简称为残余模态力)Ri 为
[10-11]： 

 2( )i di di diu      R M C K 。 (12) 

式中：当 λi=λdi，ui=udi 时，Ri 为 0 向量。当结构发

生损伤时，Ri 中较大的幅值元素对应了结构损伤部

位。因此，由 Ri 即可推断结构的损伤。 

1.2  结构单元损伤因子 

假设结构系统为 m 个单元，当第 j 个单元发生

损伤时，其单元刚度矩阵的变化 e
jK 为： 

 e e e e
j j dj j j   K K K K 。 (13) 

式中： e
jK 和 e

djK 分别表示第 j 个单元损伤前后的刚

度矩阵； e
jK 表示单元损伤刚度矩阵的变化量； 定

义 [0,1]j  为单元损伤因子[12-13]，它表征了单元刚

度的减少。当单元无损伤时，αj=0，当单元完全失

效时，αj=1。 

对于结构单元阻尼矩阵的变化： 

 e e e
j j dj  C C C 。 (14) 

根据结构比例阻尼的性质，则有： 

 ( )e e e
j j ja b    C M K 。 (15) 

假设当结构发生损伤时，质量矩阵不发生变化，

即 0e
j M ，则有： 

 e e
j j jb C K ， 1, 2,j m  。 (16) 

进而，由式(12)可得单元 j 的第 i 阶残余模态力向  

量为： 

 (1 )e e e
ij di j dij jb u  R K 。 (17) 

令 (1 )e e e
ij di j dijb u F K 。假设 Fij 为单元 j 的第 i

阶力向量 e
ijF 按总体自由度扩展后的残余模态力向

量，即单元 j 局部自由度 l 上的力 e
ijlF 放在结构系统

总体自由度 L 位置， e
ijl ijLF F ，其余值为 0。 

对于结构所有单元的第 i 阶模态，令 

 Fi=[Fi1  Fi2  …  Fim]； (18) 

 α=[α1   α2 …  αm]T。 (19) 

由式(11)可知： 

 2( )i di di diF u   M C K 。 (20) 

单元损伤因子向量(简称为单元损伤因子)α 的

元素表征了单元损伤的位置和程度。由上式可以看

出，在计算过程中，使用任一阶模态参数均可得到

单元损伤因子向量 α，但是由于各种误差的影响，

在实际应用中一般使用多阶模态参数来对损伤因子

向量进行估计。 

2  悬臂梁结构仿真实验 

为进一步验证基于残余模态力的复杂结构损伤

诊断方法，对悬臂梁结构进行数值仿真实验如图 1

所示。其中：悬臂梁长度 L=1 m，宽度 b=0.01 m，

高度 h=0.01 m，弹性模量 E=2.1×1011
 Pa，比例阻尼

系数 a=0.58，b=5×10-6。在有限元计算中，悬臂梁

采用 Euler 梁单元，每个节点具有位移和转角 2 个
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自由度，一共划分了 15 个单元。 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
 

图 1  悬臂梁结构数值仿真 

悬臂梁结构数值仿真分别进行 3 种状态的实

验，仿真实验状态的设置如表 1 所示，表中损伤程

度为结构单元刚度的相对变化量。 

表 1  悬臂梁结构损伤仿真实验设置 

实验状态  受损单元编号  损伤程度  

单处损伤   6.0 0.4 

两处损伤  
 6.0 
13.0 

0.1 
0.3 

多处损伤  

 3.0 
 6.0 
 8.0 
13.0 

0.3 
0.4 
0.1 
0.2 

在 3 种实验状态下前五阶模态复频率如表 2  

所示。 

表 2  前 5 阶模态复频率 

模态频率  正常状态  单处损伤  两处损伤  多处损伤  

1 -0.296 93+52.664i -0.296 63+51.511i -0.296 88+52.46i -0.296 21+49.833i 

2 -0.562 33+330.05i -0.550 54+322.82i -0.558 62+327.79i -0.544 31+318.94i 

3  -2.425 3+924.18i  -2.315 6+900.13i  -2.346 9+907.06i -2.273 4+890.7i 

4    -8.492+1 811.3i   -8.452 7+1 806.9i   -8.072 5+1 764.3i   -7.882 9+1 742.7i 

5   -22.718+2 995.1i  -21.287+2 898i   -21.271+2 896.9i   -19.729+2 788.4i 

 

在仿真实验的求解过程中，式(20)为复数方程。

由于计算误差，所求的单元损伤因子向量 α 为复数

向量，求解结果显示其虚部都在 10-12 以下量级，远

小于其实部，这与假设吻合；因此，可取其实部作

为 α 的估计值。 

计算结果表明，对于悬臂梁结构，利用任一阶

模态单元，损伤因子向量 α 的估计均可达到较高的

精度；但是对于复杂结构，一般使用多阶模态参数

来估计 α，可以提高估计精度。在本实验中，利用

梁的前两阶模态来估计 α，并取其均值作为结果。3

种损伤状态的前两阶模态振型和单元损伤因子如图

2—4 所示。 

 
(a) 模态振型 

 
(b) 损伤指示因子 

图 2  悬臂梁单处损伤 

 
(a) 模态振型 

 
(b) 损伤指示因子 

图 3  悬臂梁两处损伤 

 
(a) 模态振型 

 
(b) 损伤指示因子 

图 4  悬臂梁多处损伤 



 

 

·79·李  浩等：基于残余模态力的装备悬臂梁结构损伤诊断第 9 期

由数值仿真实验，可以得出以下结论： 

1) 由于结构损伤和无损伤时的振动模态参数

(即模态频率和模态振型)相差很小，若仅使用模态

参数来确定结构损伤位置和损伤程度是非常困难

的。理论分析和仿真实验表明，残余模态力向量可

作为结构系统存在损伤的指标，进而结构单元损伤

因子不仅可指示损伤单元的位置，而且可有效地指

示单元损伤的程度。 

2) 由于无阻尼系统是比例阻尼的比例系数为 0

的特殊情况，因此该方法可方便地推广到无阻尼振

动系统；对于粘性阻尼系统，也应有相同的结论。 

3) 在求解结构单元损伤因子的过程中，利用了

无损伤结构参数；因此，该方法在具体应用于工程

实践时具有一定的局限性，这可以通过有限元建模

和实测数据相结合的方法来解决。 

4) 在数值仿真实验中，由于仿真数值为精确

值，没有考虑测量噪声的影响，因此损伤诊断结果

准确；但是在工程实践中，必须考虑噪声等因素，

可以利用多阶模态力，求解关于结构单元损伤因子

的超定方程，从而提高损伤识别的精度。 

3  结论 

针对装备的损伤诊断问题，笔者定义了残余模

态力和结构单元损伤因子，重点研究了在比例阻尼

状态下，基于残余模态力的结构损伤诊断方法。根

据残余模态力定义，其值的变化主要受到刚度矩阵

和质量矩阵等因素的影响，结合理论分析和仿真实

验表明，得出以下结论： 

1) 残余模态力向量中的各元素是与自由度一

一对应的。刚度矩阵的变化量 ΔK 与损伤自由度相

对应的行均不为零，且结构损伤越严重，对应的残

余模态力的绝对值就越大；因而残余模态力不仅能

够识别损伤单元的位置，而且能有效地反映单元损

伤的程度。如表 1 和图 1—3 所示，对于编号 6 单元，

当损伤程度为 0.1 和 0.4 时，对应的残余模态力的

绝对值的比例刚好为 1:4，其损伤位置显示在编号 6

单元。 

2) 如图 1—4 所示，利用残余模态力是能够有

效地识别悬臂梁结构的单处损伤、两处损伤和多处

损伤；因此，残余模态力向量可以作为识别结构系 

统存在损伤的指标。 

3) 影响残余模态力损伤诊断精度的前提条件

在于质量矩阵、刚度矩阵的正确性，这一点可以通

过建立结构的有限元模型来解决；因此，确保了基

于残余模态力的悬臂梁结构损伤诊断方法的可  

靠性。 

4) 结构单元因子受复杂结构损伤部位的影响

比较小，即对于不同部位的损伤均能有效识别。 

总之，利用残余模态力及结构单元损伤因子能

够准确地识别装备悬臂梁结构的损伤类型及其位置

和程度等信息。对于装备悬臂梁结构诊断，该方法

是科学有效的。 
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