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一种基于光束平差法的相机标定方法 
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摘要：为解决多目视觉测量系统中，相机标定精度要求高、标定视场范围广等问题，提出一种基于光束平差法

的相机标定方法。利用立体视觉原理重构各个编码点的空间坐标，通过相机成像模型将编码点投影到图像中，并利

用 Levenberg-Marquardt 方法最小化编码点的投影点与图像中对应像点之间的投影误差，获得最优的相机参数。实验

结果表明：该方法的最大标定误差为 0.052 9 像素，相机标定精度高、应用场景灵活，满足工业应用需求。 
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A Camera Calibration Method Based on Beam Adjustment Method 

Deng Linwei1, Wang Zhi2, Zhang Mengmeng1, Wang Jing1, Li Dawei1, Ren Jiexuan2, Jin Peng2 
(1. Beijing Spacecrafts Co., Ltd., Beijing 100094, China; 2. Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China) 

Abstract: In order to solve the problems of high precision and wide field of view in multi-view vision measurement 
system, a camera calibration method based on beam adjustment method is proposed. The spatial coordinates of each coding 
point are reconstructed based on the stereo vision principle, and the coding points were projected into the image through the 
camera imaging model. Then, Levenberg-marquardt method is used to minimize the projection error between the coding 
points and the corresponding image points in the image, so as to obtain the optimal camera parameters. The experimental 
results show that the maximum calibration error of the method is 0.052 9 pixels. Besides, the camera calibration accuracy is 
high, and the application scene is flexible, meeting the needs of industrial applications. 
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0 引言 

近年来，随着成像技术的快速发展，数码工业

相机广泛应用于视觉测量技术，完成目标物体的 3

维重建及定位等功能[1]。为了从 2 维图像上恢复物

体的 3 维信息，需要对相机进行标定，同时相机的

标定精度直接影响测量系统的准确度，对实现物体

的高精度测量具有重要的意义。 

相机标定是为了求取相机成像模型中的未知参

数，包括表示相机内部结构的内部参数和相机空间

位姿的外部参数。针对如何以更高的精度标定相机，

近年来国内外许多学者对此进行了研究[2-5]。目前，

常用的相机标定方法大致可以分为传统标定方法、

主动视觉法和自标定法。传统相机标定方法主要应

用于工作场景固定、相机参数没有较大变化的场景

中，需要高精度的已知结构信息的标定参照物，通

过提取标定参照物上的特征点，计算相机的参数。

Klassen 等 [6]将相机的成像过程简化为线性透视变

换，标定速度快，但是忽略了镜头畸变，影响标定

精度；王东红等[7]利用最小二乘法求解线性方程组， 

实现相机参数的标定，不需要已知相机参数的初值，

适用于对精度要求不高的情况；Zhang 等 [8]提出了

一种利用标定板的相机标定方法，从不同角度对放

置在相机视场中的标定板进行拍摄，并提取图像上

特征点的图像坐标，利用线性方程和最大似然估计

标定相机。该方法考虑了多种畸变，且标定精度高、

操作简单，在 3 维重建[9]和机器视觉测量[10]等领域

有着广泛应用。 

主动视觉法通过精密移动平台精确控制相机做

特定运动，记录标定参照物或者相机的相对位置信

息，从而求解相机的参数[11]。该方法具有较强的鲁

棒性，需要精密的控制平台，标定设备成本较高。

自标定方法通过寻找不同图像间的同名点，利用内

参数的内在约束标定相机。该方法首先由 Faugeras

等[12]和 Maybank 等[13]提出，包括 Kruppa[14]方程法、

分层逐步标定法[15]等，应用场景比较灵活，但是算

法鲁棒性较差。 

多目视觉测量系统主要应用于物体的 3 维重

建，对系统进行标定是实现物体精确测量的根本保
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证。笔者基于已有的相机标定方法，研究它们各自

的优势、不足和适用条件，并结合多目视觉测量系

统的实际应用特点，提出一种基于光束平差法的相

机标定方法。实验结果表明，该方法能满足实际应

用需求。 

1  相机标定的基本原理 

利用待标定相机拍摄的 2 维图像中的已知信

息，求取相机成像模型中的所有未知参数，包括表

示相机内部结构的内部参数和相机空间位姿的外部

参数，建立 3 维空间点与其在 2 维图像中像素点之

间的映射关系。相机标定需要用到的标定参照物如

图 1 所示，(a)为编码点，用来确定相机间的相对位

置关系；(b)为外部设备，用来确定世界坐标系；(c)

为标准杆，用来确定缩放比例系数。 

 
(a) 编码点 

 
(b) 外部设备 

 
(c) 标准杆 

图 1  标定参照物 

如图 2 所示，将这些标定参照物均匀摆放在相

机的视场范围内，利用这些标定参照物及其图像坐

标来标定相机，需要标定的参数包括相机的内、外

参数和编码点的世界坐标。首先，确定相机的内、

外参数的初值，并结合双目视觉原理计算编码点世

界坐标的初值；然后，利用相机成像模型将编码点

投 影 到 各 个 相 机 图 像 中 ， 并 通 过 Levenberg- 

Marquardt 算法，优化相机的内、外参数和编码点的

空间坐标，使得编码点在相机中的投影与对应像点

间的距离和达到最小，即满足式(1)，从而得到相机

参数和编码点世界坐标的准确值。 
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式中： Qn 为编码点的数量； Cn 为相机数量。 

 
图 2  标定参照物布局 

2  相机标定的实现流程 

如图 3 所示，相机标定过程可分为相机参数初

值的获取以及参数的优化 2 部分。具体可分为 4 个

步骤：相机内参初值、外参初值、编码点坐标初值

的获取和对这些参数的优化。 

 
图 3  相机标定流程 

2.1  相机内参初值获取 

相机出厂时参数的初值称为标称值。相机在制

造过程中存在误差，导致标称值与真实值间存在差

异，但是这种差异很小；因此，标称值可以作为内

参数的初始值。笔者所使用相机的内参数初值如表

1 所示，相机镜头的焦距 f 为 8 mm，图像的尺寸为

1 3921 040、主点的像素坐标 0 0( , )u v 的初值为

(696,520)，畸变系数初值为 0。 

表 1  内参数初值 

f/mm u0/pixel v0/pixel  
8 696 520 0 

2.2  相机外参初值获取 

由于需要对多个相机同时进行标定，因此，将

相机的外参分为相对外参和绝对外参：相对外参指

不同相机坐标系间的转换关系，绝对外参指相机坐

标系与世界坐标系的转换关系。它们都是利用编码

点获得，下面对编码点的设计和外参的计算过程做

详细介绍。 
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1) 编码点的设计。 

如图 4 所示，文中采用的编码点为环形编码点，

由编码带和定位圆组成。编码带用来确定每个编码

点唯一的编码值，定位圆代表编码点的位置。编码

点采用二进制的编码方式，由 15 位的编码带表示，

每个编码位占 24，根据每个编码位属于黑色区域

还是白色区域，确定该编码位的值为 1 或 0。各个

编码位上的编码值沿顺时针方向组成一段 15 位的

二进制数。将该二进制数循环排列，把最小值对应

的十进制数作为该编码点的编码值。图 4 中编码点

的编码位对应的最小二进制数为 000101111001011，

对应的十进制数为 3019。 

 
图 4  环形编码点 

2) 相对外参初值计算。 

相对外参是不同相机坐标系之间的转换关系，

可以通过 2 个相机所拍摄的图像中相同的编码点计

算得到。在相机视场中，将具有相同编码值的点称

为同名点，通过极限约束的方法，可以计算基本矩

阵，从而得到 2 个相机之间的转换矩阵。如图 5 所

示，Q 为空间中的一个编码点，q 和 q是点 Q 在 2

幅图像上的像点；相机 1 和相机 2 坐标系之间的转

换矩阵为 1

2

CCS
CCSH ，由平移向量 T和旋转矩阵 R构

成，并将 [ ]T R定义为本质矩阵，记为 Essen，因此，

根据外极限约束原理可得： 

 'T (Essen) 0q q  。 (2) 

 
图 5  外极线约束原理 

设同名点 q 和 q的图像坐标分别为 T
q q( , )u v 、

T
q q( , )u v  ，则式(2)可写为式(3)的形式，然后利用同

名点的图像坐标可计算本质矩阵 Essen，并利用外

极线约束分解本质矩阵 Essen，得到相对外参中的

平移向量 T和旋转矩阵 R。 

 

T

q q

q q(Essen) 0

1 1

u u

v v

   
       
       

。 (3) 

另外，在标定时，由于编码点随意摆放在相机

的视场中，每个编码点与相机的投影中心构成一条

射线，当一个编码点沿着射线移动时，它在图像中

的像不变(如图 6 所示)。当视场只有编码点时，无

法通过它们在图像中所成的像，确定各个编码点到

相机的距离以及编码点之间的相对位置关系。笔者

使用标准杆来提供额外约束，即计算比例因子

scale，可以通过式(4)计算得到。 

 
b
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式中：Lm 表示标准杆两端编码点之间距离，可通过

双目视觉原理计算得到；Ls 表示两端编码点的实际

距离；nb 表示标准杆的数量，文中 nb=2。 

 
图 6  缩放比例原理 

通过上述方法确定比例因子 scale 之后，利用

式(5)确定平移向量 T，rolj 表示本质矩阵的第 j 行，

j=1,2,3。 

 
1 2 2 3

1 2 1 3

rol rol / rol rol

Trans scale rol rol / rol rol

1

 
   
 
 

 
  。 (5) 

3) 绝对外参初值计算。 

如图 7 所示，通过外部设备计算绝对外参初值，

即相机坐标系与世界坐标系的转换关系 WCS
CCSH 。外

部设备上的编码点 Q1 和 Q2 相对位置已知，在图像

上对应的像点坐标为 q1 和 q2；e1 和 e2 是从相机投

影中心 O 指向像点的单位向量。在相机坐标系下，

设像点 qi 的图像坐标为(ci,ri)，则 Qi 在相机坐标系

下的坐标可用式(6)来描述，其中 Si 为比例因子，上

述 i=1,2。 

 i i iQ s v ，  ( 1,2i  )。 (6) 
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图 7  绝对外参原理 

由于外部设备上的编码点 Q1 和 Q2 的相对位置

关系已知，它们之间的距离 d 如下式所示： 

 
2 2 2

1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 12 2

|| || || ||

   2 cos

d Q Q s e s e

s s s s

    

  。
 

(7)
 

式中 12 为向量 e1 和 e2 的夹角。 

通过式(4)求解比例因子，获得编码点在相机坐

标系中的坐标，又由于编码点在世界坐标系中的坐

标已知，可利用 N 点透视(perspective-n-point，PNP)

方法 [15]确定世界坐标系与相机坐标系之间的转换

矩阵，即获得相机的绝对外参。 

4) 编码点坐标初值计算。 

利用双目视觉原理，计算所有编码点空间坐标

的初值。如图 8 所示，q1 和 q2 是 2 个摄像机从 2 个

不同视点角度同时获取的 2 幅数字图像中的同名

点，由相机 1 的投影中心 Oc1 和像点 q1 可以确定射

线 L1；由相机 2 的投影中心 Oc2 和像点 q2 可以确定

射线 L2，L1 与 L2 在空间中相交，即可计算编码点 Q

的空间坐标。 

 
图 8  双目视觉原理 

2.3  相机参数的优化 

通过上述方法获取相机内、外参数以及编码点

世界坐标的初值后，通过平差优化的方法得到它们

的准确值。 

1) 无畸变情况下的共线方程。 

如图 9 所示，在不考虑畸变因素的前提下，图

像中的像点 q 是世界坐标系中编码点 Q 的投影点，

投影中心 oc、Q 和 q 处在同一直线上。设像点 q 在

图像坐标系中的坐标为(uq,vq)，那么，它在相机坐

标系下的坐标(xq,yq,f)= (uq,vq,f)，f 为相机的主距；Q

在世界坐标系下的坐标为(XQ,YQ,ZQ)；投影中心 oc

在世界坐标系下的坐标为(XO,YO,ZO)，同时也是世界

坐标系和相机坐标系间的平移向量，可表示为

Trans=(tx,ty,tz)；世界坐标系到相机坐标系的旋转矩

阵为 R，则有 

 
q Q O

q Q O

Q O

0

0

0

x X X

y Y Y

f Z Z


    
          

          

R 。 (8) 

 
图 9  相机光心、物点和编码点共线关系 

2) 考虑畸变情况下的共线方程。 

在实际成像过程中，镜头存在畸变，设沿 x 方

向和 y 方向的畸变分别为 x 和 y ，主点坐标为

0 0( , )x y ，那么完整的成像模型如下式： 

 
q 0
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X
x f x x
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y f y y
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。 (9) 

其中 x 和 y 为 
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。 (10) 

3) 迭代优化。 

对图像处理后，设提取的编码点图像坐标为

( , )x y ，通过式(9)投影到图像中得到像点的图像坐

标为 (xq,yq)，由于存在误差，两点不可能完全重合，

设两点之间的距离为 L ，如式(11)。通过平差优化，

最小化 ( , )x y 和 q q( , )x y 之间的距离为 L ，最终得到精

确的相机参数： 

 
0 q

0 q

x

y

L x x

L y y

  
  
。 (11) 

首先，对式(9)进行泰勒级数展开，并用一次项

进行线性化，可得方程如下： 
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(12)

 
式中： 0 0( , , , )f x y 为相机内参； ( , , , , , )x y zt t t   为外

参 ； 编 码 点 的 世 界 坐 标 为 Q Q Q( , , )X Y Z ；

0 0, , , , , ,f x y          、 Q Q Q, , , , ,x y zt t t X Y Z     

为各个参数的改正量，分别为内参数改正量

 0 0; ; ;I f x y      ， 外 参 数 改 正 量 E = 

[ ; ; ; ; ;x y zt t t        ]，编码点世界坐标改正量

D =[ Q Q Q; ;X Y Z   ]。因此，式(12)可表示为 

    
I

I E D E L

D

 
   
  

。 (13) 

式中，I、E、D 分别表示内参数、外参数、编码点

世界坐标系的偏导数矩阵，即式(12)展开的多项式

系数。 

然后，通过迭代优化，得到相机参数的精确解。

对于多目标优化问题，可利用 Levenberg-Marquardt

方法，使结果收敛到全局最优解，从而完成相机内

外参标定。 

3  相机标定的实验验证 

为验证笔者所提方法的相机标定精度，搭建如

图 10 所示的平台进行实验。首先，将外部设备、编

码点和标准杆等标定参照物放置在光源上；然后，

利用笔者所提算法对多目视觉测量系统中的相机进

行标定，计算出最优的相机参数；最后，利用残差

对相机标定精度进行衡量，验证系统标定精度。 

 
图 10  标定参照物 

实验中，选择 AVT 公司生产的 GuppyF-146B

型黑白工业摄像机，像素为 1 392×1 040，像元尺寸

为 4.65 µm，采用 SONY 逐行扫描 CCD 芯片，

IEEE1394(火线)数字视频信号接口，摄影物镜选择

Computer M0814-Mp/m1214-MP，焦距为 8 mm。 

利用笔者提出的基于光束平差法对多目视觉测

量系统的相机进行标定，获得相机的内、外参。内

参数包括：主距 f、畸变系数  、主点坐标 0 0( , )u v ；

外参数包括：相机坐标系相对于世界坐标系的转换

矩阵，旋转角度 、  、  和平移量 xT 、 yT 、 zT 。

相机参数的标定结果如表 2 所示。 

表 2  相机参数标定结果 

序号  
相机内参数  相机外参数  

f/mm  u0/pixel v0/pixel /() /() /() Tx/mm Ty/mm Tz/mm 
1 8.52 -913.24 737.19 513.95 331.13 350.44 248.85 126.22 -170.63 1 922.60 
2 8.50 -794.29 679.79 508.49 331.71 6.39 318.19 197.96 105.42 1 704.07 
3 8.47 -716.11 692.91 523.12 332.35 353.72 254.08 -244.58 111.45 1 680.02 
4 8.46 -852.05 695.32 489.36 331.43 5.77 325.44 -240.02 -233.19 1 954.48 
5 8.45 -797.71 699.52 521.34 332.51 355.99 72.06 -106.27 98.54 1 706.03 
6 8.49 -814.72 703.18 511.34 328.83 9.89 144.99 -149.28 -94.26 1 934.01 
7 8.55 -908.29 688.05 478.59 327.70 350.16 67.88 199.26 -67.22 1 974.51 
8 8.40 -787.42 681.51 514.31 331.40 7.06 140.03 225.66 156.04 1 673.24 
9 8.91 -746.32 827.99 604.18 319.81 52.66 231.61 64.81 40.83 1 805.39 

10 8.91 -570.45 843.29 625.16 336.35 333.81 283.13 -10.60 61.18 1 567.25 
11 8.97 -565.89 816.04 598.56 334.24 13.70 296.11 97.30 12.55 1 571.12 
12 8.92 -743.13 805.34 603.24 321.29 3.07 341.95 14.33 -42.86 1 834.46 
13 8.68 -539.20 838.62 598.12 320.86 355.85 50.79 22.62 -37.42 1 853.49 
14 8.90 -591.23 823.94 611.25 33.30 344.28 96.37 -99.34 -8.76 1 558.05 
15 8.94 -580.26 834.56 624.19 336.52 6.26 111.42 -14.05 20.04 1 550.09 
16 8.94 -636.18 827.13 611.82 320.24 3.21 164.06 35.36 11.24 1 824.06 
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相机的标定精度通过残差来衡量，标定精度越

高，残差越小。利用立体视觉技术重建标记点的 3

维坐标，将重建结果投影至各相机图像中，由于标

定结果存在误差，标记点的投影点和各图像上对应

的像点不会完全重合，它们之间的距离和称为残差，

文中用 RE 表示。 

张正友法 [8]作为经典的标定方法，具有操作简

单、精度高等优点，被广泛应用在 3 维重建和机器

视觉测量等领域。通过与张正友法对比，验证笔者

所提方法的相机标定精度。张正友法和文中的光束

平差法的残差计算结果如表 3 所示。从表中可以看

出，光束平差法相对于张正友法具有更高的标定 

精度。 

           表 3  重投影点的残差       pixel 

方法  均值  标准差  最大值  

张正友  0.186 0 0.089 00 0.286 0 

光束平差  0.033 6 0.000 73 0.052 9 

4  结束语 

笔者提出一种基于光束平差法的相机标定方

法。该方法首先确定相机的内、外参数的初值，利

用立体视觉原理计算相机视场内各个编码点世界坐

标的初值；然后利用相机成像模型将编码点投影到

各个相机图像中，并利用 Levenberg-Marquardt 算法

最小化编码点的投影点与图像中对应像点之间的距

离和，即投影误差最小化，获得最优的相机参数。

该方法具有快速的迭代收敛速度，鲁棒性较好。实

验结果表明：该方法的最大标定误差为 0.052 9 像

素，相机标定精度高、应用场景灵活。目前已成功

实现了对多目视觉测量系统相机的标定，并完成复

杂管路的 3 维重建，满足了工程中多目视觉测量的

需求。 
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